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Résumeé

Cette these traite des langages reconnaissables de mots indexés par des ordinaux.

Plusieurs classes d’automates qui reconnaissent de tels mots ont été introduites par
Biichi. Elles different par la longueur des mots reconnus par les automates. Nous en utili-
sons quatre : la classe pour les mots de longueur w, celle pour les mots de longueur inférieure
A w™l oll n est un entier naturel, celle pour les mots de longueur dénombrable, et celle
pour les mots de longueur quelconque. Nous y ajoutons la classe des automates de Kleene
traditionnelle, sur les mots finis. Nous remontrons que ces différentes définitions d’auto-
mates sont équivalentes, c’est-a-dire que données deux de ces classes et un automate d’une
des deux, la restriction du langage reconnu par ’automate aux mots du domaine le plus pe-
tit des deux classes est la restriction du langage reconnu par un automate de 'autre classe
au méme domaine. Nous donnons également une présentation unifiée de la déterminisation
pour chacune des classes qui reconnait au plus des mots de longueur dénombrable.

Les semigroupes finis sont un formalisme équivalent aux automates pour définir des
ensembles de mots finis. Perrin, Pin et Wilke ont introduits des structures algébriques
adaptées a 1’étude des langages de mots de longueur w, qui, quand elles sont finies, sont
équivalentes aux automates. Nous généralisons I'approche algébrique de la théorie des lan-
gages reconnaissables de mots de longueur w aux mots de longueur inférieure & w™*!, puis
aux mots de longueur dénombrable. Pour cela, nous définissons deux structures algébriques,
les w™-semigroupes et les wi-semigroupes, qui, quand elles sont finies, sont équivalentes
respectivement aux automates pour les mots de longueur inférieure & w™*! et aux auto-
mates pour les mots de longueur dénombrable. Comme pour le cas des mots de longueur
w, une algebre syntaxique peut étre canoniquement associée a chaque langage reconnais-
sable. Nous définissons le produit de Schiitzenberger et le produit en couronne sur les
wi-semigroupes. Nous étendons également le théoreme des variétés d’Eilenberg aux mots
de longueur dénombrable.

Finalement, nous remontrons 1’équivalence entre langages reconnus par automates et
langages définis par énoncés de logique monadique du second ordre quand on s’intéresse
aux mots de longueur dénombrable. Le théoreme d’équivalence de Schiuitzenberger entre
langages sans étoile et semigroupes finis apériodiques est étendu aux mots de longueur
inférieure & w™*!, et le théoréme d’équivalence entre langages sans étoile et langages définis
par énoncés de logique du premier ordre de I'ordre linéaire de McNaughton et Papert est
étendu aux mots de longueur quelconque.






Abstract

This thesis treats of recognizable languages of words indexed by ordinals.

Several classes of automata recognizing such words have been introduced by Biichi.
Those classes differ by the length of words recognized by automata. We use four of them :
the class for words of length w, the one for words of length less than w™!, where n is an
integer, the class for words of denumerable length and the one for words of any length. We
also use the usual Kleene automata, on words of finite length. We give another proof of
the equivalence of those different definitions of automata : by choosing an automaton in
one class, one can construct an automaton of an other class such that the restrictions of
languages accepted by both automata to the smallest domain of both classes are identical.
We also give an unified presentation for the determinisation of each class of automata
whose domain is words of length at most denumerable.

Finite semigroups are another formalism equivalent to automata to define sets of finite
words. Perrin, Pin and Wilke have introduced algebraic structures adapted to the study
of languages of words of length w. These structures are equivalent to automata when they
are finite. We generalize the algebraic approach of the theory of recognizable languages of
words of length w to words of length less than w™™!, and to words of denumerable length :
we define two algebraic structures, called w"-semigroups and w;-semigroups, equivalent,
when they are finite, to automata respectively on words of length less than w™*! and of
denumerable length. As for the case of words of length w, a finite algebra can be canonically
associated to any recognizable language. We define the Schiitzenberger and wreath products
on wi-semigroups. We also extend the Eilenberg theorem of variety to words of denumerable
length.

Finally, we give another proof of Biichi’s theorem which establishes the equivalence
between languages recognized by automata and languages defined by sentences of monadic
second order logic for words of denumerable length. We extend the Schiitzenberger’s theo-
rem of equivalence between star-free languages and languages recognized by aperiodic finite
semigroups to words of length less than w™*!, and McNaughton and Papert’s theorem of
equivalence between star-free languages and languages defined by sentences of first order
logic of the linear ordering to words of any length.






Introduction

Cette these s’inscrit dans le cadre général de la théorie des langages reconnaissables par
automates et semigroupes, et de la logique.

Globalement, les objectifs sont

— d’exposer les résultats principaux qui concernent la théorie des langages reconnais-
sables de mots indexés par des ordinaux par automates, en particulier de donner une
présentation unifiée des algorithmes de déterminisation et de complémentation,

— d’amorcer ’extension des résultats obtenus sur les langages de mots finis et de lon-
gueur w grace a l'approche algébrique aux mots d’ordinalité supérieure.

La théorie des automates sur les mots finis est apparue au milieu des années 50. La
motivation principale était alors la conception de machines sur le modele du cerveau hu-
main. Les automates sont aujourd’hui des objets au coeur de I’informatique : ils modélisent
le comportement des machines séquentielles, et trouvent de nombreuses applications dans
la manipulation des textes et la théorie des codes, entres autres. Dans article [Kle56]
a l'origine de la théorie, Kleene établit ’équivalence entre les langages reconnus par au-
tomates et les langages rationnels. Ce résultat est connu sous le nom de “théoreme de
Kleene”. Parallelement, Schiitzenberger [Sch56] présente “une théorie algébrique du coda-
ge”, et initie ainsi la théorie des langages reconnus par semigroupes finis. Les deux modes
de reconnaissance, par automate et semigroupe fini, sont équivalents. De plus, dans chacun
des deux formalismes un objet canonique peut étre associé a tout langage reconnaissable
L : Tautomate minimal de L et le semigroupe syntaxique de L. ’automate minimal de L a
la propriété intéressante d’étre déterministe, ce qui montre en particulier que la classe des
langages rationnels est fermée par complémentation. Cependant, de nombreuses opérations
se font naturellement sur les semigroupes et pas sur les automates : ainsi, les langages re-
connaissables (indifféremment par automate ou semigroupe fini) sont classifiables par les
propriétés algébriques de leur semigroupe syntaxique. Un premier pas important a été
fait dans cette direction par Schiitzenberger [Sch65] : il établit la correspondance entre
les langages sans étoile et les langages reconnaissables dont le semigroupe syntaxique est
apériodique, c’est-a-dire ne contient pas de groupe non triviaux. Cette idée est développée
par Eilenberg [Eil76] dans son théoreme des variétés.

Tres tot, Biuichi utilise les automates sur les mots finis pour décider de la validité des
énoncés de logique monadique du second ordre faible du successeur [Biic60]. Il établit pour



) Introduction

cela ’équivalence entre automates et les énoncés de cette logique : un langage est recon-
naissable si et seulement si on peut le définir par un énoncé de cette logique. McNaughton
et Papert montrent dans [MP71] que les langages définis en restreignant cette logique au
premier ordre sont exactement les sans étoile. L’extension du résultat de Biichi a la logique
monadique du second ordre du successeur conduit naturellement Biichi a considérer des
mots infinis (de longueur w, dont les lettres sont indicées par tous les entiers naturels),
et a définir des ensembles de tels mots avec des automates [Biic62]. Il est en particulier
amené a prouver que la classe des langages reconnus par ses automates est fermée par
complémentation, mais contrairement a ce qui se passe pour les mots finis, on ne sait pas
associer d’automate de facon canonique a tout langage reconnaissable, et de plus chaque
langage reconnaissable ne ’est pas forcément par un automate déterministe.

Muller, motivé par I’étude de la synchronisation de circuits électroniques, et indépen-
damment de Biichi, définit également des automates qui reconnaissent des mots de longueur
w [Mul63]. Contrairement & ceux de Biichi, ses automates sont déterministes.

[’équivalence des deux définitions est prouvée par McNaughton [McN66] en 1966. I
donne dans sa preuve un algorithme qui permet de construire un automate de Muller
équivalent a un automate de Biichi. Cet algorithme de déterminisation d’automates sur
les mots infinis a fait depuis 'objet de nombreuses investigations : en particulier, il a été
simplifié par Choueka [Cho74|, et redémontré par Safra [Saf88|, qui diminue sa complexité
d’une exponentielle double du nombre d’états de 'automate de départ a une exponentielle
simple. Dans son article, McNaughton étend la notion de langage rationnel aux mots de
longueur w. Il y montre I’analogue du théoréme de Kleene, a savoir la correspondance entre
langages reconnus par automates et langages rationnels de mots de longueur w.

En pratique, les automates qui reconnaissent des mots de longueur w interviennent
notamment dans la modélisation des machines séquentielles qui sont censées ne jamais
s’arréter, comme par exemple les systemes d’exploitation et les réseaux, et dans I’étude de
la synchronisation de machines séquentielles, ce qui était la motivation initiale de Muller.

Le logicien Biichi s’intéresse naturellement a ’extension de ses résultats aux ordi-
naux [Biic65, Biic64, BS73|. Il définit trois classes d’automates. La premiere est une exten-
sion naturelle des automates de Muller. Ces automates, les n-automates, sont déterministes.
IIs reconnaissent des mots dont la longueur est inférieure & w™*!, oll n est un entier fixé.
Choueka en fera une étude systématique [Cho78], et en particulier étendra le théoréme de
Kleene aux langages de mots de longueur inférieure & w™*!. Avec la seconde classe d’auto-
mates, les D-automates, Biichi s’intéresse aux mots de longueur dénombrable. Il montre que
cette classe d’automates est déterministe et que les langages qu’ils reconnaissent sont exac-
tement ceux définissables par des énoncés de logique monadique du second ordre de I'ordre
linéaire. En en changeant un peu la définition, il définit la troisieme classe d’automates,
dont la classe des langages reconnus n’est pas close par complémentation. Le théoréme
de Kleene est étendu aux langages de mots reconnus par D-automates par Wojciechowski
dans [Woj83, Woj85|.

Les ordinaux sont un modele particulier du temps, ou on suppose qu’une infinité d’ac-
tions peuvent étre exécutées séquentiellement avant certains temps particuliers, ou bien



encore qu’une infinité d’actions peuvent étre réalisées dans un intervalle de temps fini. Les
automates qui reconnaissent des mots dont les lettres sont indexées par des ordinaux sont
donc appliqués aux modélisations de machines séquentielles dans lesquels une telle notion
du temps est nécessaire.

La richesse des résultats obtenus en utilisant la présentation algébrique des langages re-
connaissables de mots finis est telle que la recherche d’une algebre adaptée a 1’étude des lan-
gages reconnaissables de mots infinis est naturelle. Un premier pas dans cette direction pour
les mots de longueur inférieure ou égale & w est fait par Pécuchet [Péc86a, Péc86b], mais une
approche plus satisfaisante est die a Wilke [Wil93], Perrin et Pin [PP97]. Grossiérement,
I’algebre définie, nommée w-semigroupe, est un semigroupe dans lequel des produits de w
éléments sont autorisés. Comme dans le cas des mots finis, un w-semigroupe particulier,
I’w-semigroupe syntaxique de L, peut étre canoniquement associé a tout langage recon-
naissable L. En théorie des langages reconnaissables de mots de longueur inférieure ou
égale a w, il y a donc un avantage important a utiliser les w-semigroupes plutot que les
automates, puisqu’on ne sait pas associer d’automate de facon canonique a tout langage
reconnaissable. Le théoréeme d’Eilenberg est étendu aux mots de longueur inférieure a w
par Wilke, le résultat de Schiitzenberger sur les sans étoile par Perrin [Per84] et celui de
McNaughton et Papert par Ladner [Lad77] et Thomas [Tho79].

Les principaux résultats de cette these sont :

— une nouvelle preuve de 1’équivalence entre les différentes classes d’automates,

— un nouvel algorithme de déterminisation des automates sur les mots dénombrables,

Iintroduction de deux structures algébriques équivalentes respectivement aux n-

automates et D-automates (quand elles sont finies),

I’extension du théoreme de Schiitzenberger aux mots de mots de longueur inférieure

a wn—H’

— l'extension du théoreme d’équivalence entre logique du premier ordre et langages sans
étoile, indépendamment de la longueur des mots considérés,

— l'extension du théoreme des variétés d’Eilenberg aux mots de longueur dénombrables.

Elle est composée de quatre chapitres.

— Dans le premier chapitre nous donnons les définitions élémentaires sur les ensembles,
faisons une présentation rapide des nombres ordinaux en énongant les résultats que
nous utiliserons, et construisons des mots dont les lettres sont indexées par des
nombres ordinaux.

— Le second chapitre est consacré aux automates. Nous y présentons les différentes
définitions pour les automates et les principaux résultats, en particulier I’équivalence
entre langages reconnus et langages rationnels, en procédant par longueur croissante
des longueurs des mots considérés. Nous montrons 1’équivalence entre ces différentes
classes d’automates, sous hypothese bien entendu de restriction de la longueur des
mots considérés. Cette équivalence est utilisée pour, donnés un automate qui re-
connait des mots de longueur quelconque et un entier n, construire un automate
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déterministe de cette méme classe qui reconnait exactement les mots de longueur
inférieure & w™*! reconnus par le premier.

— Dans le troisieme chapitre nous définissons des outils algébriques pour I’étude des
langages reconnaissables de mots de longueur au plus dénombrable. Comme dans
le chapitre précédent, nous procédons par longueur croissante des mots considérés.
Nous commencons par rappeler les définitions et résultats sur les mots finis, puis
de longueur w. Ensuite nous introduisons les w"-semigroupes, une extension des
w-semigroupes, et nous montrons qu’ils sont utilisables pour définir des langages
de mots de longueur inférieure & w™! de facon équivalente aux m-automates. Nous
prouvons qu’un w”-semigroupe peut étre canoniquement associé a tout langage re-
connaissable de mots de longueur inférieure & w™*!'. La définition compliquée des
w™-semigroupes en font des objets difficilement manipulables. Considérer des mots
de longueur dénombrable quelconque nous ameéne a introduire une définition d’'un
objet algébrique plus général, et également plus simple que les w”-semigroupes : les
wi-semigroupes. Nous prouvons que les wi-semigroupes finis sont équivalents aux D-
automates. La preuve fournit en particulier un algorithme de déterminisation des
D-automates. Nous montrons également qu’un w;-semigroupe peut canoniquement,
étre associé a tout langage reconnaissable. Ensuite, nous étendons deux opérations
tres utilisées sur les semigroupes aux wi-semigroupes : le produit de Schiitzenberger
et le produit en couronne. Finalement, nous généralisons la classification des langages
reconnaissables de mots finis d’Eilenberg aux mots de longueur dénombrable.

— Le dernier chapitre est consacré a la logique. Nous y remontrons 1’équivalence entre
les D-automates et les énoncés de la logique monadique du second ordre de I'ordre
linéaire. Nous prouvons ensuite que les langages sans étoile sont exactement ceux
définissables par des énoncés de logique du premier ordre, et qu'un langage recon-
naissable de mots de longueur inférieure & w™*! est sans étoile si et seulement si son
w™-semigroupe syntaxique est apériodique. Les jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé fournissent
I’argument central de cette extension des résultats de Schiitzenberger, McNaughton
et Papert sur les mots finis aux mots de longueur inférieure & w™*!.

Tous les résultats présentés dans cette these sont effectifs.



Chapitre 1

Notations, terminologie et définitions
de base

Nous introduisons ici les définitions et notations élémentaires qui serviront dans les
autres chapitres. Nous commencons par les ensembles, suivis des nombres cardinaux, puis
des nombres ordinaux, et terminons en construisant des mots dont les lettres sont indexés
par des ordinaux.

1.1 Ensembles

1.1.1 Définitions de base

Une collection E est un groupement d’objets appelés les éléments de E. Si tous les
éléments de F sont distincts, E est un ensemble. Comme il n’existe pas d’ensemble de tout
les ensembles, nous parlerons de classe pour désigner un groupement d’éléments distincts;
par exemple, la classe de tout les ensembles. On s’autorise les mémes opérations sur les
classes que sur les ensembles. L’ensemble vide () est 'unique ensemble qui ne contient rien.
On note e € E, et on dit que e appartient a E ou que e est dans F, si e est un élément
de E. Un ensemble E’ est un sous-ensemble de F, ou partie de F, si chaque élément de
E' est aussi dans E. On note alors E' C E. Pour tout ensemble E, on a () C F et E C E.
S’il existe un élément de E qui n’est pas dans E' on note E' C E et on dit que E’ est une
partie propre de F'; si chaque élément d’un des deux ensembles est aussi dans ’autre E et
E’ sont égaux (E = E').

Soit £ un ensemble, n et m deux entiers naturels tels que m < n. On note [E] I’ensemble
des parties de F privé de ensemble vide, et on pose [E]° = E, [E]"™! = [[E]"] et [E]", =
Uiem..n[E]". Le type t(e) d’un élément e de [E]?, est 'unique entier k tel que e € [E]*.

Les ensembles seront notés par des lettres majuscules, a moins qu’il ne s’agisse d’en-
sembles particuliers. L’ensemble des entiers naturels est noté par N. On écrit N* quand on
le prive de 0.
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1.1.2 Opérations booléennes

Soit £ une collection d’ensembles. L’union des éléments de FE, notée UgcgFE’, est
I’unique ensemble constitué de tous les éléments des ensembles qui forment E. I’intersec-
tion des éléments de F, notée N cgFE’, est 'unique ensemble constitué de tous les objets
qui sont dans chacun des éléments de E. Deux ensembles sont disjoints si leur intersection
est vide. Si F ne contient que deux ensembles E; et E,, on note E; U Ey (resp. Ey N Es)
plutét que UpegE' (resp. NpregE'). Soient E et E' deux ensembles. La différence de
E et de E', notée E — E', est ’ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans E’. Si
E'" C FE le complément de E' dans E, ou par rapport a F, est I’ensemble F — E', qu’on
note également FE, ou plus simplement E’ quand il est implicite que la complémentation
est dans F.

1.1.3 Produit cartésien, projection

Soient n € N*, i € 1...net e=(ey,...,e,) un n-uplet. On définit la projection 7; de
e sur sa i°™¢ composante par ;(e) = e;. Par extension, si E est un ensemble de n-uplets,
on pose m;(E) = {e; : e; = m;(e) pour un e € E}.

Soient maintenant n ensembles Fi, ..., F,. Le produit cartésien, ou plus simplement

produit, de Ey, ..., E,, est 'ensemble

Eyx--xE, = H E;={(e1,...,en): ¢, € E;pourie€l...n}

1=1...n

On a bien entendu m;(J]
Iensemble [ E

i=1..n

i1 nEi) = E;. Finalement, si E est un ensemble, on note E™

1.2 Fonctions, relations

Une relation dans F est un sous ensemble de £ x F.

On dit qu’une relation R est une relation d’ordre sur F si elle vérifie, quels que soient
e1,ey,e3 € E

— e1Re; (réflexivité),

— (e1Rey et eaRe1) = e = ey (antisymétrie),

— (e1Rey et eaRe3) = e Res (transitivité).
En général R est plutét notée <. L'’ordre < est total si on a e; < ey ou es < ey quels
que soient ej,e; € E, partiel sinon. La relation obtenue en supprimant la réflexivité a
une relation d’ordre < est notée <. Inversement, a partir d’une relation < antisymétrique
et transitive on peut toujours construire une unique relation d’ordre < en ajoutant la
réflexivité. Par abus de langage, nous dirons que < est un ordre.

Soient F et F' deux ensembles, g un sous-ensemble de F x F. On dit que g est une
fonction (resp. une application) de E vers F, si pour tout e € E il existe au plus (resp.
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exactement) un unique f € F tel que (e, f) € g. L’unique élément f associé a e est appelé
I'image de e dans F et est noté g(e). Par extension, si E' C F, on pose g(E') = Uecrrg(e).
On dit que E est le domaine de g, et que F' est son codomaine, et on note g : £ — F.
On pose également g '(f) ={e€ E:g(e) = f},etsi F' CF, g "(F') = Userg *(f).

La fonction g est injective si g(e) = g(¢') implique e = €’ pour e,e’ € E. Elle est
surjective si tout élément de F' est 'image par g d’un élément de £ au moins. Elle est
bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Une opération d’arité n sur un ensemble F est une fonction F" — E. L’arité d’une
opération f est dénotée par 6(f). Une opération binaire f est commutative si f(e,e') =
f(€',e) et associative si f(e, f(e',€")) = f(f(e, €),€e") quels que soient e, €', e" € E. Sl
existe e € E tel que f(e,e’') = f(€/,e) = €' quel que soit e’ € E alors f posséde un élément
neutre e. De méme, s’il existe e € E tel que f(e,e') = f(e',e) = e quel que soit € € F
alors f posséde un zéro e. En général, nous écrirons efe’ plutét que f(e,e).

Soient E, E' et E” trois ensembles, et f : F — E', g : E' — E" deux fonctions. La
fonction composée de f et g, notée gf, est la fonction E — E” définie par ¢gf(e) = €” si
et seulement si il existe e’ € E’ tel que f(e) =€’ et g(e') = ¢€".

Soient n,m € N. Un type algébrique C est une classe d’ensembles tous munis d’ordres
<iy...,<, et d’opérations fi,..., f,,. Un élément de C est une algebre de type C. Un
morphisme d’éléments de C' est une application d’un élément de C' dans un autre qui
préserve ordres et opérations : si £, E' € C, que ¢ est un morphisme d’éléments de C de
E vers E', que < (i =1...n) et f (j = 1...m) désignent respectivement les n ordres
sur E et m opérations sur F, on a

!

o(ff (e, .. - €o(sry)) = I (eler), . ., (eq(s2)))

et e <F ¢ si et seulement si p(e) < ¢(e') pour tout i € 1...n, j € 1...m et
e, e e, .. - €o(E) € E. On dit que E’ est une sous-algébre d’un élément E de C s’
existe un morphisme injectif de E’' dans E. Soient E et E' deux éléments de C, X C E
et ¢ : E — E' un morphisme. Alors ¢ reconnait X si ¢~ !(¢(X)) = X. De méme, on
dit que E' reconnait X s’il existe un morphisme ¢ : E — E' qui reconnait X. Une par-
tie X de E est reconnaissable s’il existe un élément fini E' de C qui reconnait X. De
deux éléments F et E' de C on dit que E’ est quotient de F s’il existe un morphisme
surjectif de F vers E'. De deux éléments E et E' de C on dit que E divise E’, et on note
E < FE'si E est quotient d’une sous-algebre de E’. Cette relation de division est transitive.
Un isomorphisme est un morphisme bijectif. Deux éléments de C' sont isomorphes s’il
existe un isomorphisme de I'un vers ’autre. La relation “étre isomorphe a” est une relation
d’équivalence sur C. Nous identifierons souvent deux éléments de C identiques. Comme F
est implicite dans les notations e <7 ¢’ et efe’ nous écrirons plutdt e <; e’ et ef;e’ pour
alléger les notations. Les morphismes seront généralement notés par les lettres grecques
pet . Sin=0,7 € Net (F)i<; est une famille d’éléments de C, le produit direct
fini £/ = HKJ- E;, également noté E; X --- x E;_;, est I'ensemble muni des m opérations
définies par ,
e, ..., eg(f’f:))(i) = £ (ex(d), . . . ,ea(ff,-)(i))
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pour £ = 1...m. Une pseudo-variété est une classe d’algebres finies fermée par quotient,
sous-algebre et produit direct fini.

Une relation R réflexive, transitive et symétrique (i.e. e;Res = eyRe;) dans F est
une relation d’équivalence. Si e € F, la classe d’équivalence de e pour R est la partie
de E qui contient seulement tout les éléments ¢’ € E tels que eRe’. L’index d’une relation
d’équivalence est le nombre de ses classes d’équivalences. Soient m € N et C' une classe
d’ensembles tous munis d’opérations fi,..., f,. Une congruence ~ d’éléments de C' est
une relation d’équivalence sur les éléments des éléments de C' qui préserve les opérations :
si B € C, alors

ej ~ 6;- (j =1.. 0(f,)) = fi(el, .. .,eg(fi)) ~ fi(ell, - "eg(fi))

pour tout ey,...,eqy) € E et ¢ € 1...m. Cette condition entraine que l’ensemble des
classes d’équivalence de E, noté E/ ~ et appelé quotient de E par ~, est un élément
de C, et que ’application qui a un élément de E fait correspondre sa classe d’équivalence
est un morphisme surjectif de E dans E/ ~. De deux congruences ~ et ~' sur E on dit
que ~ est plus fine que ~' si e ~ ¢ = e ~' € pour tout e,¢’ € E. Soient n,m € N
et C' une classe d’ensembles tous munis d’ordres <y,...,<, et d’opérations fi,..., fm.
Soit également ¢ : E — E' un morphisme d’éléments de C. Nous utiliserons souvent
la congruence ~, définie sur E par e ~, ¢ si et seulement si ¢(e) = ¢(e’), appelée
congruence nucléaire associée a ¢.

Dans cette section nous n’avons traité que les cas des fonctions dont I'arité est un entier
naturel. Nous nous autoriserons les fonctions dont 1’arité est un ordinal une fois les ordinaux
introduits (section 1.4). Les définitions de cette section s’étendent alors naturellement.

1.3 Cardinaux

Un (nombre) cardinal est une extension de la notion de nombre usuel, qu’on associe
aux ensembles une fois fait abstraction des notions d’ordre et de qualité des éléments. Le
cardinal d’un ensemble E est noté |E|.

On dit que deux ensembles E et F' ont méme cardinal, et on note |E| = |F| s'il existe
une bijection de I'un dans l'autre, |E| < |F| si F a méme cardinal qu’un sous-ensemble de
F' sans que F' ait méme cardinal qu’un sous-ensemble de F.

La preuve du théoreme suivant nécessite 'utilisation du théoreme de bon ordonnance,
que nous énoncerons plus tard (théoreme 1.4.3, page 11) :

Théoréme 1.3.1 Soient E et F' deuz ensembles. Alors une et une seule des trois relations
suvantes est vrase :
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- Bl <|F| - Bl =|F| - |El > |F]

La relation < obtenue en posant x < y si et seulement si x < y ou x = y est un ordre
total sur les nombres cardinaux.

Un ensemble est infini s’il existe une bijection entre lui-méme et une de ses parties
propre. Un ensemble qui n’est pas infini est fini.

Exemple 1.3.2 L’ensemble N = {0,1,2,3,...} des entiers naturels est infini, puisque
Uapplication x — x + 1 de N dans N* est bijective.

Le cardinal d’un ensemble fini est le nombre de ses éléments. L’ordre < sur les cardi-
naux d’ensembles finis coincide avec celui sur les entiers naturels.

Le théoreme suivant montre que deux ensembles infinis ne sont pas forcément de car-
dinaux identiques, et plus généralement qu’il existe une infinité de cardinaux d’ensembles
infinis.

Théoréme 1.3.3 (Cantor) Soit E un ensemble; alors |E| < |[E]|.

Preuve La preuve utilise 'argument diagonal de Cantor : supposons d’abord que |E| =
|[E]]. 11 existe alors une bijection g : E — [E]. Soit P ={e€ E:e ¢ g(e)}. Ona P € [E].
Comme g est bijective, il existe un unique élément e de E tel que g(e) = P. Si e € P alors
e & g(e). De méme, si e ¢ P, alors e € g(e). Comme g(e) = P on a une contradiction,
donc g ne peux pas étre une bijection, et donc nécessairement |E| # |[E]|. On montre en
utilisant le méme argument qu’on ne peut avoir |E| > |[E]|. Donc |E| < |[E]|. \Y

Le plus petit cardinal infini est |N|, qu’on note Y. Les ensembles de cardinal inférieur
ou égal a Ny sont dits dénombrables, ou encore énumérables. Les ensembles qui ne sont
pas dénombrables sont indénombrables. Le premier nombre cardinal plus grand que N,
est noté N;. Les seuls cardinaux que nous utiliserons par la suite sont ceux des ensembles
finis (les entiers naturels), Ry et W;. Si on les énumere de fagon a respecter 'ordre <, cet
ensemble est {0,1,2,3,4,...,Ry,X;}, et son cardinal est ¥, : la bijection entre cet ensemble
et N consiste a faire correspondre Ry a 0, 8; a1,0a 2,1 a 3,....

Théoréme 1.3.4 L’union dénombrable d’ensembles dénombrables est encore un ensemble
dénombrable.

1.4 Ordinaux

Nous donnons ici les définitions et principales propriétés relatives a 'arithmétique des
ordinaux. L’objet de cette section n’est pas de refaire la théorie des ordinaux, mais d’en
présenter les grandes lignes afin de familiariser le lecteur avec. Pour plus de détails, on se
référera a [Sie50, Sie65] et a [Ros82]. On trouvera dans [Ros82] une bibliographie compléte
sur les ordinaux.
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Au TV sigcle avant notre ére, Aristote distingue deux sortes d’infini pour se déba-
rasser des paradoxes introduits par les quantités infinies connues a 1’époque :
— l'infini actuel, qui existe & un instant dans le temps : c’est I'infini selon lequel le
temps, ’espace et la matiere sont infiniment divisibles,
— l'infini potentiel, dont l'infinitude ne s’exprime que dans la durée : c’est 'infini
selon lequel le temps s’écoule infiniment.
C’est seulement 2 la fin du X I X®™ sidcle que Cantor développe une théorie mathéma-
tique de l'infini actuel, en méme temps que la théorie des ensembles : c’est la théorie des
ordinaux.

On dit qu’une relation < est un ordre linéaire sur un ensemble F si elle vérifie les
conditions suivantes quels que soient e, e’ € F :

— transitivité,

— si e # €' alors ou bien e < €’ ou bien €’ < e, mais pas les deux (asymétrie),

—eL£e.

On dit que < est un bon ordre si toute partie non vide de F a un plus petit élément.

Exemple 1.4.1 L’ensemble des entiers relatifs est linéairement ordonné par son ordre
habituel, mais pas bien ordonné. Par contre, N est bien ordonné par son ordre habituel.
L’ensemble {0,1,2,...,a}, qui contient eractement N et un élément supplémentaire a,
muni de l’ordre de la lecture de la gauche vers la droite (le plus petit est a gauche), est bien
ordonné.

Un (nombre) ordinal est un représentant d’une classe d’équivalence de bons ordres
pour la relation “étre isomorphe a”. Nous noterons les ordinaux par des lettres grecques
minuscules : «, 3, 7,.. ., et la classe des ordinaux par Ord . On note 0 I'ordinal de la classe
d’équivalence de (). Un ordinal est successeur s’il posséde un plus grand élément. S’il n’est
ni 0 ni successeur, alors il est limite. Nous utiliserons souvent la lettre £ pour les ordinaux
limites. La classe des ordinaux successeurs est dénotée par Succ, celle des limites par Lim.
On a Ord = {0} U Succ U Lim. Dans la suite, on dira que deux ordinaux sont égaux s'ils
sont isomorphes, et on supposera que deux ordinaux donnés sont toujours disjoints.

Nous ordonnons maintenant Ord en posant o« < [ si et seulement si @ # 3 et « est
isomorphe a une partie A de [ telle que si e € A, alors tout élément plus petit que e dans
[ est aussi dans A, et que les éléments de A conservent 'ordre qu’ils avaient dans 3 (A est
alors bien ordonné).

Théoréme 1.4.2 Ord est bien ordonné par <.

Un ordinal a peut alors étre assimilé a ’ensemble bien ordonné de tous les ordinaux
plus petits que lui, et on a

f<a << fca << fCa«

Le théoreme suivant, qui est équivalent a I’axiome du choix, montre qu’a tout ensemble
on peut associer un ordinal :
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Théoréme 1.4.3 (de bon ordonnance) Tout ensemble peut étre bien ordonné.

Comme un ensemble et un ordinal associé ont nécessairement méme cardinal, on ne
peut associer qu’un ordinal & un ensemble fini :

Exemple 1.4.4 Soit E = {e;,es,e3}. On peut bien ordonner E par <g en disant que
e1 <pg ey <g e3, ou bien encore par exemple que ex <p e1 <g e3. Ces deur ensembles bien
ordonnés sont isomorphes.

C’est par contre faux pour les ensembles infinis :

Exemple 1.4.5 L’ensemble des entiers naturels muni de son ordre habituel est bien or-
donné. Si on construit un autre bon ordre en disant que 0 est le plus grand des éléments de
N et en gardant [’ordre classique pour les autres éléments, les deux ensembles bien ordonnés
ne sont pas isomorphes, puisqu’un a un plus grand élément et ’autre pas.

On note n I'ordinal associé aux ensembles finis de cardinal n, wg, ou plus simplement
w, le plus petit ordinal de cardinal Ny, et w; le plus petit ordinal de cardinal N;. Nous
n’utiliserons que les ordinaux plus petits que w; (c’est-a-dire, les ordinaux (de cardinal)
dénombrables). Les ordinaux finis et les cardinaux finis peuvent étre confondus avec les
entiers naturels.

Nous définissons maintenant la somme de deux nombres ordinaux :

Définition 1.4.6 Soient o, B € Ord et <,,<p respectivement les bons ordres sur « et 3.
La somme o + [ est 'ensemble v = o U B muni de Uordre <., défini par ¢ <, ¢ si et
seulement st une des trois conditions sutvantes est vérifiée :

-c€Eaetdep —c¢d€e€aetec<,d ~cdefete<pgd

Intuitivement, faire la somme de deux ordinaux « et (3 revient a les mettre bout-a-bout,
les éléments de « avant ceux de 3, en respectant les ordres de « et 3.

Exemple 1.4.7 On pose w = {0,1,2,...} et 1 = {a}, lordre étant celui de la lecture de
la gauche vers la droite. L’ensemble w +1 = {0,1,2,...,a} a un plus grand élément a,
donc w+ 1 € Succ. Par contre, 1 +w = {a,0,1,2,...} =w n'en a pas (comme 1 +w # 0,
1+ w € Lim). On a donc w+1# 1+ w (ils ne sont pas isomorphes).

L’exemple précédent montre que 1’addition des ordinaux n’est pas commutative, par
contre elle est associative. L’élément neutre pour l'addition est 0. La somme de deux
ordinaux est également un ordinal : c’est un ensemble muni d’un ordre linéaire et si £ C
a+ B, alors E = E1UF, avec By C a et F5 C 5. Comme par définition des ensembles bien
ordonnés E; et Fy ont tout deux des plus petits éléments (sous réserve qu’ils ne soient pas
vides), E aussi (s’il n’est pas vide non plus).

La soustraction d’ordinaux est définie de la maniere suivante :



12 Notations, terminologie et définitions de base

Théoreme 1.4.8 St o, € Ord et a > (3, il existe un unique ordinal v > 0 tel que
a = [+ 7. On dénotera cet ordinal par o — 3.

Exemple 1.4.9 On a les égalités :
—wW—Nn=w —wWwtn—w=n

On peut redonner une définition des ordinaux successeur en se servant de 1’addition :
on dit qu’on ordinal « est successeur s’il existe g € Ord tel que o = 3+ 1.

On généralise maintenant ’addition aux ensembles bien ordonnés d’ordinaux :

Définition 1.4.10 Soient E un ensemble d’ordinauz bien ordonné par <g, et o un ordinal
isomorphe & E. On pose E = Uy<o{B,} avec B, <g Bs si et seulement si v < 6 < a. La
somme bien ordonnée des éléments de E, notée ZKQ By, est lensemble E' = Uy<q
muni de lordre <g défini par ¢ <g ¢ si et seulement si une des deux conditions suivantes
est vérifiée :

—c€fy, dEPsety < —c,deByete<g

ou <g, est le bon ordre de [3,.

La somme bien ordonnée des éléments de E est un ordinal. Soit F un ensemble. Plutot
que d’ensemble bien ordonné d’éléments de F, on parlera de suite d’éléments de F, et
pour I'exemple précédent, on écrira (8,),<q. L'ordinal « est appelé le type de la suite.
Plutot que de somme bien ordonnée des éléments d’une suite d’ordinaux on parlera de la
somme d’une suite d’ordinaux.

Ce théoreme découle directement de la définition de bon ordre, et fournit un moyen de
prouver qu’'une propriété est fausse dans la classe des ordinaux :

Théoreme 1.4.11 Il n’existe pas de suite infiniment décroissante d’ordinauz.

Sinon une partie de I’ensemble duquel est tirée la suite n’aurait pas de plus petit élément,
ce qui est impossible car ce dernier est par définition bien ordonné.

Le théoreme suivant montre en particulier qu’il n’existe pas d’ordinal plus grand ou
égal a tous les autres :

Théoreme 1.4.12 La somme d’une suite d’ordinaux n’est inférieure a aucun des ordinaux
de la suite.

En effet, soit & un ordinal. On peut toujours lui ajouter 1. Onaa < a+1l < a+2<....
On construit ainsi la suite croissante (o + n),<,. La somme des termes de cette suite est
un ordinal § plus grand que chacun des termes. On trouve des ordinaux de plus en plus
grand en réitérant le processus avec 3 a la place de .

Ceci nous amene a introduire la notion de limite d’une suite strictement croissante
d’ordinaux dont le type est un ordinal limite :
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Définition 1.4.13 Soient & € Lim et (ag)g<¢ une suite strictement croissante d’ordinau.
La limite de la suite, notée lim(ag)p<e, est le plus petit ordinal plus grand que chacun des
termes de la suite.

Par exemple, lim(n)n,<, = w, et lim(w + n)p<p = w + w. D’une fagon générale, tout
ordinal limite est limite de la suite strictement croissante de tous les ordinaux plus petits
que lui.

La preuve du théoreme suivant, que nous utiliserons souvent, nécessite ’emploi de
I’axiome du choix :

Théoreme 1.4.14 Un ordinal est a la fois dénombrable et limite si et seulement si il est
limite d’une suite strictement croissante de type w d’ordinauzr dénombrables.

Comme un ordinal « est soit 0, soit successeur (i.e. il existe 5 € Ord tel que oo = f+1),
soit limite (i.e. & = lim(f)p<qa), pour montrer que les ordinaux vérifient une propriété
donnée on peut utiliser le principe d’induction transfinie. Comme dans le cas des
entiers naturels, il en existe deux, un faible et un fort, qui sont équivalents :

Définition 1.4.15 (Induction forte) Soit une propriété P sur Ord.
SiVa e Ord (VB € Ord B < o= P(B)) = P(a), alors Va € Ord P(«).

Pour l'induction faible on se contente de rajouter un cas par rapport a celui sur les
entiers naturels pour pouvoir accéder aux ordinaux limite.

Définition 1.4.16 (Induction faible) Soit P une propriété sur Ord. Si :
- P(0)
- VYa € Ord (P(a) = Pla+1))
- V€€ Lim (Vo€ Orda < &= P(a))= P(§))

Alors Vo € Ord P(«).

Nous allons maintenant nous servir de ces principes d’induction pour définir le produit
et 'exponentiation d’ordinaux.

Le produit de deux ordinaux est défini de fagon a ce que a-f=a+a+a+.........

B fois

Définition 1.4.17 (multiplication) Soient , 8 € Ord et £ € Lim. On pose

-a-0=0

—a-(f+])=a-B+a

—a-¢=lim(a-f)se

On vérifie tres facilement par induction transfinie que le produit de deux ordinaux est
encore un ordinal.

Exemple 1.4.18 On a les égalités :
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-l w=w-1=w -n-w=w —w3d=wt+w+w

Le produit vérifie entre autres les propriétés suivantes :

— il est distributif & droite par rapport a I’addition : - (B +7) = a- 8+ «a - 7.
Par contre, il est faux de dire que (8 + ) -« = -« + 7 - «, car par exemple
14+1) w=2-w=w#w+w,

— il est associatif,

— il n’est pas commutatif,

— «- 8 € Lim si et seulement si un des deux est limite et aucun des deux n’est 0,

— il possede un élément neutre qui est 1.

Exemple 1.4.19 On a les égalités :

(wn)w=w-nw)=w-w
Wt w=w+H+w+l)+...=w+{1+w) +1+w)+...

- -’

~” ~”

w fois w fois
=wtw+...=w-w
N———

w fois

Dans la suite nous noterons souvent o3 plutot que « - 5 pour alléger les notations.

L’exponentiation d’ordinaux est définie de facon A ce que o’ =g -a-a-.........

B fois

Définition 1.4.20 (exponentiation) Soient o, f € Ord et & € Lim. On pose
—a=1
— Pt =of .«
- 016 = lim(aﬂ)g<§
Elle vérifie entre autres les propriétés suivantes :
— Pt =af . a?
_ (aﬂ)v = a7

Exemple 1.4.21 On a les égalités :
- n¥ =w. En effet, n¥ = lim(n™)m<p = im(m)mew = w.
=W car n® = = p@w) = (p)Y = W,

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théoréme important sur les nombres
ordinaux.

Théoréme 1.4.22 (Forme normale d’un ordinal (Cantor))
Tout ordinal o peut s’écrire de maniére unique

a=w" Ny +w? -ng+---+w**-ny

ou k est un entier naturel, les n; sont inférieurs a w, et ag > ag > -+ > ag. On appelle
degré de a l'ordinal ;.
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J k . 7
Nous écrirons o = ) ;| w® - n; pour abréger.
Le théoreme suivant est une forme réduite du théoreme précédent :

Théoreme 1.4.23 Tout ordinal o < w® peut s’écrire de maniére unique

a=wk-npg+ o+ W g

ou k est un entier naturel et les n; sont inférieurs a w. Ici encore, k est le degré de .

. ;. 0 i , - .
Cette fois encore, nous écrirons & = » ., w" - n; pour abréger. Attention, le i de la
somme décroit (la somme n’est pas commutative) !

: ) k : . 1
Notons que si o € Lim, o =)/ w*-n;avec o > Oetsia <w“onaa=)_, ,w'n,.

Exemple 1.4.24 On cherche a donner la forme normale de (w+1)-2-(w+1)-3-(w+1)-4.
On sait que (w+1)-d=w+14+w+1l+w+l+w+l=wtw+tw+w+1=w-4+1. Donc

(w+1)-2-(w+1)-3-(w+1) 4d=(w-24+1) - (w-34+1) - (w-4+4+1)
=(w-2+4+1)- (w-3-w-44+w-3+1)
=(w-2+1)- (W 4+w-3+1)

w-2ww-d+tw-2-w-3+w-2+1

W d4w? 34w 241

La proposition suivante nous sera utile :

Proposition 1.4.25 Tout nombre ordinal o < w® peut s’écrire de facon unique o = f+w"
avec [ le plus petit possible et B > w™ ou B =0, et n < w. L’entier n est appelé le type
de « et est noté ty(a).

Ces définitions seront souvent utilisées par la suite :

Définition 1.4.26 Soit & un ordinal limite. Une suite croissante (og)g< d’ordinauz tous
plus petits que § est cofinale a & si, pour tout ordinal 6 < &, il existe § < vy tel que ag > 0.

Définition 1.4.27 Soient E un ensemble, e = (eg)p<q une suite d’éléments de E, et £ un
ordinal limite inférieur ou égal a o. Alors

Cof(e,&) = {f € E:3(B,)y<s croissante,
telle que f = eg, et B, < & pour tout v < 9, et cofinale a £}

Définition 1.4.28 Soit & un ordinal limite et E un ensemble d’ordinaux tous plus petits
que £&. On dit que E est cofinal avec & si et seulement si pour tout ordinal o < & 4l existe
B dans E tel que B soit supérieur a .
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Nous soulignons quelques faits sur w; pour finir cette section. Son existence est montrée
par le théoreme de bon ordonnance. Par définition, c’est le plus petit ordinal indénombrable.
Il est limite : en effet, s’il était successeur, il existerait a tel que w; = a + 1. Or « est
dénombrable, et comme nous 'avons déja vu, la somme d’un ordinal dénombrable et de 1
donne un ordinal dénombrable, d’ou1 une contradiction. On a le théoreme suivant :

Théoréme 1.4.29 La somme et la limite d’une suite croissante d’ordinauxr dénombrables
de type dénombrable est un ordinal dénombrable.

Mais, comme w; est limite, w; = lim(a)a<y; -

1.5 Mots

Soient A un ensemble, o« un ordinal, et (ag)g<, une suite d’éléments de A. La suite peut
étre dénotée en en donnant les éléments les uns apres les autres, dans ’ordre croissant. Par
exemple, si A = {a,b,c}, la suite u = (uy)a<s telle que ug = a, u; =c¢, us = b, uz3 = a et
us = b est dénotée par u = acbab. Un mot de longueur « sur un ensemble A est une suite
de type a d’éléments de A. L’ensemble A est appelé un alphabet. Les éléments de A sont
des lettres. La longueur d’un mot u est dénotée par |u|. Le mot vide A est I'unique mot
qui vérifie |A| = 0.

Un mot u sur un alphabet A peut également étre vu comme une application u : |u| — A
(rappelons qu’un ordinal peut étre confondu avec ’ensemble des ordinaux plus petits que
lui). On peut alors écrire u(5) = ug pour 8 < |u| si dans le terme de gauche de 1’égalité u
est vu comme une application et dans le terme de droite comme une suite. Pour des raisons
pratiques, nous verrons quelquefois les mots comme des applications, quelquefois comme
des suites.

L’ensemble A* est I’ensemble des mots (de longueur) finis sur A. L’ensemble A* — {\}
est dénoté par A*. Si a et 8 sont des ordinaux, alors

— A® est 'ensemble des mots de longueur a sur A,

— A<* est ’ensemble des mots de longueur inférieure & « sur A,

— AlBel est 1’ensemble des mots de longueur inférieure & o et supérieure ou égale 4 3

sur A,

— A% est 'ensemble des mots de longueur quelconque sur A.
Si a est une lettre et o un ordinal, alors a® est 'unique mot de {a}®. Par exemple, a® = aaa.

Si A est fini, une partie de A*, AT, A# A% A< ou AlPl est un langage sur A.

Soient v un mot de longueur « sur un alphabet A, et v un mot de longueur g sur
un alphabet A,. Le produit, ou la concaténation, de u et de v, noté uv, est le mot de
longueur a + 3 sur A, U A, défini par

Usy si)<y<a
(uv)y = .
Uy sia<y<a+p
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Par exemple, le produit des mots abc et cd est le mot abced. Si E et F' sont deux ensembles
de mots sur deux alphabets respectifs A et A, alors E - F, ou plus simplement FF, est
I’ensemble des mots uv sur Ag U Ap tels que u € Ag et v € Ap.

On généralise le produit de deux mots a des suites de mots de la facon suivante : soient
« un ordinal, (ug)s<, une suite de mots et (Ag)s<, une suite d’alphabets telles que ug est
un mot sur Ag pour tout § < «. Le produit H5<a ug des mots de la suite (ug)g<q est le
mot v de longueur »_;_, |ug| sur Palphabet Ug<oAp défini par, pour tout v < [v],

v(y) = us(y —€)

ou ¢ est le plus grand ordinal possible tel que » 5 s|ug| < yet e =3 5 s|ugl. Si E est
un ensemble de mots sur un alphabet A, alors E* est I’ensemble des mots u sur A tels que
u = [[;, u; pour une suite finie (u;);<, de mots de E. On note E* I’ensemble E* — {\}.
De la méme facon, si a est un ordinal, alors F“ est I’ensemble des mots u sur A tels que
u = []g.,up pour une suite (ug)p<q de mots de E. En étendant encore la notation, on

pose E<® = Us,E”, et finalement E# = U,cordE®

Soient u un mot de longueur « sur un alphabet A, et [, deux ordinaux tels que
B < v < a. Par u[f,v[ on dénote I'unique mot sur A de longueur v — 8 qui vérifie
ulB,v[(0) = u(B + ) pour chaque < v— 5. Il est appelé facteur de u. C’est un facteur
propre de u si u # u[f, 7], c’est-a-dire si § > 0 ou v < a. Si ¥ = @, on dit que c’est un
suffixe de u. Si f = 0, on dit que c’est un préfixe de wu.

Exemple 1.5.1 Soient A = {a,b,c,d} un alphabet et u = a4’ d un mot sur A. Le
mot ulw,w - 2[= ab*c” est un facteur propre de u.






Chapitre 2

Automates et expressions rationnelles

Ce chapitre est consacré aux automates et aux expressions rationnelles. Les automates
qui reconnaissent des mots dont les lettres sont indexées par des ordinaux ont été introduits
par Biichi [Biic64] pour prouver des questions de décidabilité en logique. Ils possédent deux
fonctions de transition. La premiere est analogue a la fonction de transition des automates
qui reconnaissent des mots finis : elle permet, a partir d’'un chemin d’étiquette u, et d’'une
lettre a, de construire un chemin d’étiquette ua. En d’autres termes, elle permet d’associer
par induction un chemin dans 'automate a tout mot de longueur successeur. La seconde
fonction est utilisée pour associer toujours par induction un chemin dans I'automate a un
mot de longueur limite. I.’idée est que tout chemin doit avoir une fin. Quand I’étiquette du
chemin est de longueur limite £, cette fin est calculée de fagon déterministe en fonction des
éléments du chemin dont I'indice est inférieur a £. Pour définir des automates qui recon-
naissent des mots de longueur quelconque, Biichi fait terminer les chemins dont I’étiquette
est un mot de longueur limite £ par I’ensemble des états qui apparaissent cofinalement a &
aux positions successeur dans le chemin. On peut considérer les ensembles ainsi construits
comme des états particuliers de I'automate, fixer des transitions sortantes (mais jamais
entrantes) de ces ensembles par des lettres de I’alphabet vers les états de I'automate, et
décider si un mot de longueur limite qui est ’étiquette d’un chemin qui termine dans un de
ces ensembles est accepté ou non. Les chemins sont alors constitués d’états aux positions
successeur, et d’ensemble d’états aux positions limite. Comme dans le cas des mots finis,
il existe un autre formalisme équivalent a de tels automates pour définir des ensembles de
mots sur un alphabet fini : les expressions rationnelles. Elles sont similaires aux expres-
sions rationnelles de Kleene, mais avec deux opérateurs unaires supplémentaires : L¥ est
I’ensemble des mots construits par concaténation de w mots de L, et L# est ’ensemble des
mots construits par concaténation d’un nombre quelconque de mots de L. L’opérateur #
est aux ordinaux ce que * est aux entiers naturels. La classe des langages ainsi définie n’est
pas fermée par complémentation.

Une légere modification de la seconde fonction de transition permet de restreindre la
longueur des chemins aux ordinaux dénombrables : il suffit de dire qu'un état ¢ fait partie
d’un ensemble élément d’un chemin a la position limite £ si et seulement si il existe une
suite croissante (g)p<, d’ordinaux inférieurs a £ et cofinale a & telle que chaque élément
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de la suite soit I'indice d’une apparition de ¢ dans le chemin. Dans le formalisme des
expressions rationnelles, on restreint alors 'opérateur # aux ordinaux dénombrables. La
classe des langages ainsi définie est alors une sous classe propre de la premiere, et est fermée
par complémentation. De plus, chaque langage rationnel est alors reconnaissable par un
automate déterministe.

En restreignant encore la longueur des mots reconnus a w ou aux mots finis on retombe
sur la théorie classique des automates de Muller ou de Kleene.

Fixé un entier n positif, Biichi a également défini des automates qui reconnaissent des
mots de longueur inférieure & w™™! en généralisant les idées de Muller : comme pour les
automates sur les mots de longueur quelconque, on calcule une fin a tout chemin dont
I’étiquette est un mot de longueur limite &, mais pas de la méme facon. Si & = § + W'
alors la fin du chemin est ’ensemble des éléments e du chemin pour lesquels il existe une
infinité d’entiers j tels que e apparaisse a la position 8 + w’~! - j dans le chemin. On
peut a nouveau considérer les ensembles ainsi construits comme des états particuliers de
Pautomate, et fixer des transitions sortantes (mais jamais entrantes) de ces ensembles par
des lettres de 'alphabet vers les états de 'automate, et décider si un mot de longueur
limite qui est I’étiquette d’un chemin qui termine dans un de ces ensembles est accepté
ou non. Les chemins sont alors constitués d’états aux positions successeur, d’ensemble
d’états aux positions de la forme § + w, d’ensembles d’ensembles d’états aux positions
de la forme B + w?,... de telle facon qu’encore une fois les états aux positions successeur
déterminent entierement les composantes des chemins aux positions limite. Ces automates
sont équivalents a des expressions rationnelles avec I’opérateur w précédemment défini mais
sans le #. La classe des langages qu’ils reconnaissent est une sous classe stricte des langages
définis par les automates qui reconnaissent des mots de longueur dénombrable. De plus ces
automates sont déterministes.

Ce chapitre est divisé en six sections, chacune des cing premieres étant elle-méme divisée
en deux sous-sections : une pour les automates et une pour les expressions rationnelles.
Les deux premieres sections sont constituées de définitions de base sur les automates et
les expressions rationnelles, respectivement sur les mots finis et de longueur w, ainsi que
de résultats qui seront ou bien nécessaires ou bien étendus par la suite. Les troisieme,
quatrieme et cinquieme sections sont consacrées aux automates et aux expressions ration-
nelles respectivement sur les mots de longueur inférieure a w”, de longueur dénombrable
et de longueur quelconque. Dans la derniere section nous remontrons I’équivalence entre
les différentes définitions d’automates, sous hypothese bien entendu de restriction de do-
maines. Ces correspondances sont utilisées pour, donnés un B-automate A et un entier
n, calculer un B-automate déterministe qui reconnait exactement les mots de longueur
inférieure & w™*! du langage associé a A.
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2.1 Mots finis

Pour un exposé plus détaillé sur la théorie des automates sur les mots finis, on renvoie
a [HU79] ou [Per90].
Tout au long de cette section les mots sont de longueur finie.

2.1.1 Automates

Un automate est une représentation du comportement d’un systeme mécanique fini.
Les ordinateurs étant des millions d’interrupteurs gérés par une unité de controle, le tout
miniaturisé, sont de tels systemes. Un automate est formé par I'’ensemble des différents
états possibles du systeme, reliés entre eux par des conditions : le systeme passe d’un
état dans un autre quand une condition donnée est vérifiée. Si, a partir de chaque état,
et pour une condition donnée, le systéme ne peut passer que dans un unique état, et si
I’état initial du systeme est non ambigu, alors il est déterministe. Il est non déterministe
sinon. La théorie des automates consiste a étudier I’ensemble des conditions qui doivent
étre séquentiellement réalisées pour que la machine passe d’'un ensemble d’états (appelés
initiaux), dans un autre (appelés finaux).

Formellement,

Définition 2.1.1 Un automate A est un 5-uplet < Q, A, E, I, F > avec
— @ Uensemble fini des états,
— A un alphabet fini,
- FC(Q x A x Q) l’ensemble des transitions,
— I C Q l’ensemble des états initiauz,
- F C @ l’ensemble des états finauz.

Nous dirons que deux automates sont identiques si on obtient I’'un a partir de 'autre
par un simple renommage des états.

On peut représenter un automate comme un graphe, dans lequel les noeuds sont les
états du systeme, et dont les arcs (les transitions) sont étiquetés par des lettres, qui
représentent les conditions a réaliser pour passer d’'un état du systeme dans un autre.
Dans les représentations graphiques des automates, les états initiaux sont indiqués avec
une petite fleche entrante, et les états finaux par un double cercle. Plutot que de tracer
plusieurs arcs avec des étiquettes différentes qui partent tous du méme état pour arriver
dans le méme état, on regroupe les étiquettes sur un seul arc.

Exemple 2.1.2 On représente l’automate
< {1,2,3},{q,0},{(1,a,2), (1,a,3),(1,b,2),(2,a,2),(2,b,2),(3,a,3),(3,0,3)}, {1}, {3} >

par
OO
a’b@a,b\? OWLL
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Un automate < Q, A, E, I, F > est complet si, pour tout état ¢ € () et lettre a € A,
il existe p € @ tel que (g, a,p) € E. Il est déterministe si p est unique ou n’existe pas, et
Il =1.

Formellement, un chemin ¢ de longueur n + 1 de I’état p (ou qui commence a p,
ou encore d’origine p) vers 'état ¢ (ou qui finit, termine dans ¢) dans un automate <
Q,A,E, I, F > est une suite (¢;)i<n+1 d’éléments de @ telle que ¢y = p, ¢, = p et pour
chaque i < n il existe une lettre a; de A telle que (¢;, a;, gi+1) € E. Le mot u = agay - . . Gp_1
est appelé une étiquette du chemin c¢. On peut se servir de la notion de chemin pour
redéfinir, de facon équivalente a ce qu’on a fait précédemment, la notion de déterminisme :
un automate est déterministe si aucun mot de A* n’étiquette deux chemins différents de
méme origine, et si |/]| = 1.

On utilise les automates pour définir des ensembles de mots de la facon suivante : un
chemin est réussi, ou acceptant, s’il commence dans un état initial et termine dans un
état final. On dit alors que I’étiquette du chemin est reconnu, ou accepté, par 'automate.
L’ensemble des mots reconnus par un automate A, noté L(A), est le langage reconnu par
I’automate. Soit A un alphabet fini. On dit qu’une partie L de A* est x-reconnaissable
sl existe un automate A =< Q, A, E, I, F > tel que L = L(A).

Exemple 2.1.3 L’automate de l’exemple 2.1.2 est non déterministe, puisque a partir de
I’état 1 on peut accéder a deuz états différents par la lettre a. Il reconnait [’ensemble a A*
des mots de A* qui commencent par la lettre a.

Les résultats suivants sont des classiques de la théorie des automates :

Théoréme 2.1.4 Soient A un alphabet fini et L une partie x-reconnaissable de A*. Il
existe un automate déterministe complet A tel que L = L(A).

Le théoreme suivant montre en particulier que les combinaisons booléennes de langages
x-reconnaissables sont encore x-reconnaissables :

Théoréme 2.1.5 Soient A un alphabet fini, L et L' deux parties x-reconnaissables de A*.
Alors LUL', LNL', L— L', A*— L, LL' et L* sont *-reconnaissables.

Finalement, le théoréeme suivant montre qu’il existe une forme canonique pour les au-
tomates :

Théoreme 2.1.6 Soient A un alphabet fini et L une partie x-reconnaissable de A*. Parma
tous les automates déterministes complets qui reconnaissent L, il en eriste un unique,
l'automate minimal de L, qui a strictement moins d’états que les autres.

Exemple 2.1.7 Soit A = {a,b} un alphabet. Les deux automates suivants reconnaissent
A*aA*.
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Celui de droite est ’automate minimal de A*aA*.

Une conséquence immédiate du théoreme 2.1.6 est que :

Corollaire 2.1.8 Soient A =< Q,A,E,I.F > et B =< Q',A,E',I'F' > deuz auto-
mates. Alors les questions L(A) = L(B) et L(A) =0 sont décidables.

Pour le prouver, il suffit de construire les automates minimaux de £(A) et de L£(B). Les
automates sont identiques si et seulement si £(.A) = L£(B). De plus, 'automate minimal
de L£(A) n’a pas d’état final si et seulement si £(.A) = ().

2.1.2 Expressions rationnelles

Les expressions rationnelles ont été introduites par Kleene en 1956 dans le premier
article [Kleb6] qui traite d’automates sous la forme qu’on utilise.

Définition 2.1.9 Soit un alphabet fini A = {ay,...,a,}. Une expression rationnelle
sur A est un mot fini sur Uensemble AU {+,-*,(,), A\, 0} tel que :
— () est une ezpression rationnelle.
— X est une expression rationnelle,
— a est une expression rationnelle pour tout a € A,
— Si ey et ey sont des expressions rationnelles, alors e; + ey est une erpression ration-
nelle,
— Sier et ey sont des expressions rationnelles, alors e1-eo est une expression rationnelle,
que nous noterons aussi plus simplement eies,
- Si e est une expression rationnelle, alors (e) est une expression rationnelle,
— Si e est une expression rationnelle, alors e* est une expression rationnelle.
La partie € de A* dénotée par une expression rationnelle e est définie par induction sure :

@:m A} o 6):5’
- A={)\}, — e +ey=¢e; Ueg, e —
—a = {a} pour tout a € =,

Par soucis d’allégement des notations, si e est une expression rationnelle, alors nous
noterons e également par e.

On dit qu’une partie de A* est rationnelle si elle est définissable par une expression
rationnelle.

Voici le premier résultat important de la théorie des automates :
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Théoréme 2.1.10 (Kleene, 1956 [Kle56]) Soit A un alphabet fini. Une partie de A*
est *-reconnaissable si et seulement si elle est rationnelle.

Exemple 2.1.11 L’automate

a
1G0- 208l

est lautomate minimal de ’ensemble des mots de {a,b}* qui ont un nombre pair de a,
dénoté par l’expression rationnelle (b*ab*ab*)*.

2.2 Mots de longueur w

Pour un exposé plus détaillé sur la théorie des automates sur les mots de longueur w,
on renvoie a [PP97] et [Cho74].
Tout au long de cette section les mots sont de longueur w.

2.2.1 Automates

Les automates sur les mots de longueur w ont été introduits par Biichi en 1960 [Biic60]
pour décider de la logique monadique faible du second ordre des entiers. Indépendamment,
Muller [Mul63] donne en 1963 une autre définition d’automates qui reconnaissent des mots
de longueur w.

Nous avons vu qu’un mot fini est reconnu par un automate s’il est ’étiquette d’un
chemin qui commence dans un état initial et qui termine dans un état final. Les chemins
sont obtenus en construisant un mot sur ’ensemble des états par récurrence : si ¢ est un
chemin d’étiquette u de dernier élément p, alors cq est un chemin d’étiquette ua si et
seulement si il existe une transition de p vers ¢ par la lettre a dans I’automate. Un chemin
ainsi construit étiqueté par un mot de longueur w a également w pour longueur, et en
particulier il ne termine dans aucun état. Par conséquent la définition d’acceptation d’un
mot par 'automate ne peut étre la méme pour les mots finis et de longueur w si on garde
la méme notion de chemin.

Automates de Biichi

Les définitions d’automate de Biichi, d’automate de Biichi complet, déterministe, sont
les mémes que dans le cas des mots finis (c.f. page 21).
Un chemin c de longueur w d’origine p dans un automate de Biichi A =< Q, A, E, I, F >
est une suite (¢;)i<, d’éléments de @ telle que gy = p et pour chaque i < w il existe une
lettre a; de A telle que (g;, a;,¢;11) € E. Le mot (a;);<, est appelé une étiquette du chemin
c. On dit que c est réussi, ou acceptant, si p est un état initial et s’il existe au moins un état
de @ qui apparait infiniment souvent dans ¢, i.e. FN{g € Q: [{i <w|: ¢ =q}| =No} # 0.
Le langage £“(A) de mots de longueur w reconnus par A4 est 'ensemble des mots qui sont
des étiquettes de chemins de longueur w réussis. Soit A un alphabet. On dit qu’une partie
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L de A¥ est w-reconnaissable s’il existe un automate de Biichi A =< Q, A, E, I, F > tel
que L = L¥(A).

Exemple 2.2.1 La partie de {a, b} reconnue par l’automate de Biichi
a

est constituée des mots de longueur w sur {a,b} qui n’ont qu’un nombre fini de b.

Contrairement au cas des mots finis, il existe des langages de mots de longueur w qui
sont reconnus par des automates de Biichi non déterministes, mais qui ne le sont par
aucun automate de Biichi déterministe (c’est le cas pour le langage reconnu par I’automate
de l'exemple précédent). De plus, il n’existe pas d’analogue du théoréme 2.1.6 pour les
automates de Biichi : en effet, il existe des langages de mots de longueur w qui sont
acceptés par plusieurs automates de Biichi différents mais avec le méme nombre d’états,
qui est minimal.

Par contre, la classe des langages w-reconnaissables est close par opérations booléennes :

Théoréme 2.2.2 Soient A un alphabet fini, L et L' deuz parties w-reconnaissables de A%.
Alors LUL', LNL', L — L' et AY — L sont w-reconnaissables.

Comme corollaire immédiat :

Corollaire 2.2.3 Soient A=< Q,A,E, I,F > etB=<Q', A, E",I' F" > deuzx automates
de Biichi. Alors les questions LY(A) = L¥(B) et LY(A) =0 sont décidables.

En effet, un automate de Biichi reconnait au moins un mot si et seulement si il existe
un chemin fini qui part d’un état initial pour arriver dans un état final et un autre chemin
fini qui part de cet état pour arriver dans lui-méme. De plus, le langage de I'automate
de Biichi qui reconnait (L“(A) N L¥(B)) U (L¥(A) N LY(B)) est vide si et seulement si
LY(A) = LY(B).

Automates de Muller

Les automates de Muller [Mul63] n’ont pas d’états finaux, mais des ensembles d’états
finaux. La définition d’un chemin est la méme que pour les automates de Biichi. Un mot de
longueur w est reconnu par un automate de Muller si et seulement si il est I’étiquette d’un
chemin qui commence dans un état initial, et dont ’ensemble des états qui apparaissent
infiniment souvent est dans ’ensemble des ensembles d’états finaux. Formellement,

Définition 2.2.4 Un automate de Muller A est un 5-uplet < Q, A, E, I, F > avec
— @ lensemble fini des états,
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— A un alphabet fini,

- FC(Q x Ax Q) l’ensemble des transitions,

— I C Q l'ensemble des états initiauz,

- F C Q) U0 Uensemble des ensembles d’états finauz.

Un mot sur A est reconnu par A s’il est 1’étiquette d’un chemin (g;);<, qui vérifie
{¢g:{i:qs=q} =N} €F
La partie de A¥ reconnue par A est notée L£Y(A).

Exemple 2.2.5 La partie de {a, b} reconnue par 'automate de Muller

a a
b

avec F' = {{1},{2}} est constituée des mots de longueur w sur {a,b} qui n’ont qu’un
nombre fini de b.

La théorie des automates de Muller présente plus de similitudes avec celles des auto-
mates sur les mots finis que celle des automates de Biichi. En effet,

Théoréme 2.2.6 (McNaughton, 1966 [McN66]) Pour tout automate de Muller A, il
eriste un automate de Muller déterministe B tel que L“(B) = L¥(A).

Ce résultat a été redémontré par Safra [Saf88]. Sa preuve fournit un algorithme de
déterminisation des automates de Muller dont la complexité est une exponentielle simple
de la taille de I’automate de Muller de départ, ce qui est considérablement inférieure a celle
de I’algorithme original de McNaughton, qui est une exponentielle double.

Comme dans le cas des automates de Biichi, il n’existe pas d’analogue du théoreme 2.1.6
pour les automates de Muller.

Equivalence des deux définitions

McNaughton prouva que les deux définitions d’automates sur les mots de longueur w
sont équivalentes :

Théoréme 2.2.7 (McNaughton, 1966 [McN66]) Soient A un alphabet fini et L C A¥.
Alors L = LY(A) pour un automate de Biichi A si et seulement si L = L(B) pour un
automate de Muller B.
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2.2.2 Expressions rationnelles

Les expressions rationnelles sur les mots de longueur w ont été introduites par Mul-
ler [Mul63] et Biichi [Biic62].

Définition 2.2.8 Soit un alphabet fini A ={a,,...,a,}. Une w-expression rationnelle
sur A est un mot fini de la forme ey - €5 sur Uensemble AU {+,-*,w,(,), \, 0} tel que

- €1, e9 sotent deux expressions rationnelles sur A au sens des mots finis,

- Ade,

~ & A0,

On définit des ensembles de mots de longueur w a partir d’expressions w-régulieres
en ajoutant la regle e = &’ & celles de définition d’ensembles de mots finis a partir
d’expressions rationnelles de la page 23. On dit qu’'une partie de A% est w-rationnelle,
ou plus simplement rationnelle en ’absence d’ambiguité, si elle est définissable par une
w-expression rationnelle.

Le théoreme d’équivalence entre les langages x-reconnaissables et les langages rationnels

sur les mots finis s’étend aux mots de longueur w :

Théoréme 2.2.9 (McNaughton, 1966 [McN66]) Soit A un alphabet fini. Une partie
de A% est w-reconnaissable si et seulement si elle est w-rationnelle.

Exemple 2.2.10 Les automates de Bichi et de Muller des exemples 2.2.1 et 2.2.5 recon-
naissent le langage dénoté par lexpression w-rationnelle (a + b)*a®.

2.3 Mots de longueur inférieure a w”

Biichi, motivé par I'extension de ses résultats de décidabilité du calcul séquentiel sur
les entiers naturels a des ensembles d’ordinalité supérieure, est le premier a définir des
automates qui reconnaissent des mots indexés par des ordinaux plus grands que w [Biic64].

Les automates que nous présentons ici sont dis a Biichi (on les retrouve par exemple
dans [BS73]), mais Choueka les a étudiés d'une fagon plus systématique du point de vue
de la théorie des automates [Cho78| : Biichi ne les utilisait que pour prouver des résultats
de décidabilité en logique. Nous renvoyons pour cette raison a l’article de Choueka plutot
qu’aux travaux de Biichi pour les preuves de certains résultats.

Tout au long de cette section, n est un entier fixé et les mots sont de longueur plus
petite que w™ .

2.3.1 Automates

Les automates que nous décrivons maintenant sont une généralisation de ceux de Mul-
ler : L’idée est d’associer a tout chemin d’étiquette u une fin, méme si |u| est limite. Soient
A un alphabet fini et u = (ag)g<w+1 un mot sur A. Soit également ¢ un chemin d’étiquette
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(ag)p<w dans un automate de Muller qui reconnait une partie de A“. Considérer '’ensemble
E des états infiniment répétés dans ¢ comme un état de 'automate permet la construction
de chemins d’étiquette u : on dit que (¢q)a<wt2 €st un chemin d’étiquette u si (¢y)a<w = ¢,
g, = E et il existe une transition de E vers g, par la lettre a,. Par exemple en posant
do = 1 pour tout « inférieur & w, £ = {1} et q,41 = 2 alors (¢a)a<ws2 €st un chemin
d’étiquette a“b dans I'automate b

Si u est un mot de longueur w - 2 et si (¢a)a<p+1 €st un chemin d’étiquette u[0, 5[ pour
tout S inférieur & w - 2 alors (¢a)a<w2+1 €st un chemin d’étiquette u si q,.2 est 'ensemble
des états infiniment répétés dans la suite (¢a)w<a<w-2- D’une maniere plus générale si u
est un mot de longueur w - ¢ ou ¢ est un entier naturel positif et si (¢a)a<p+1 €st un
chemin d’étiquette [0, B[ pour tout B inférieur & w - ¢ alors (¢a)a<w-it1 €St un chemin
d’étiquette u si g,.; est 'ensemble des états infiniment répétés dans la suite (gq )w-(i—1)<a<w-i-
Si maintenant u est de longueur w? et si (¢q)a<ps+1 €st un chemin d’étiquette u[0, [ pour
tout B inférieur & w? alors (¢q)a<w?+1 €st un chemin d’étiquette u si g,» est I'ensemble
des ensembles d’états qui apparaissent infiniment souvent dans la suite (gy.;)i<w- On peut
alors construire des chemins de longueur supérieure en considérant ¢,» comme un état de
I’automate comme nous I’avions fait pour ¢,. D’une maniere plus générale I’élément d’indice
w**! dans un chemin est ’ensemble des éléments qui apparaissent infiniment souvent dans
la suite (quk.;)i<w-

Formellement, les automates sont équipés d’une relation de transition, comme les au-
tomates sur les mots finis, qui permet de construire des chemins de longueur g+ 1 a partir
d’un chemin de longueur [, avec en plus une fonction de transition qui permet le passage
a la limite. Ils sont définis en fonction d’un parametre n qui fixe la longueur du plus grand
mot reconnu.

Définition 2.3.1 Un n-automate A est un 5-uplet < Q, A, E, I, F > avec :
— @ Uensemble fini des états,
— A un alphabet fini,
- EC[Q]f x Ax Q l'ensemble des transitions,

— I C @ l’ensemble des états initiauz,
- F C[Q]? Pensemble des états finau.

L’automate est complet si, pour tout ¢ € [Q]j et lettre a, il existe p € @ tel que
(g,a,p) € E. 1l est déterministe si p est unique ou n’existe pas, et |I| = 1.

Pour définir les chemins nous avons besoin de la définition suivante (rappelons que
Iécriture 8 + w* fait référence & la proposition 1.4.25 page 15) :
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Définition 2.3.2 Soient E un ensemble non vide, n un entier, o un ordinal plus petit
que W™ et e = (ep)p<a une suite d’éléments de [E]}. On dit que e est C-continue si
es € E pour tout ordinal successeur (3 inférieur a a, et pour tout ordinal € = B+ w* limite
inférieur a o,

ee = {q: {i:egyoe-14=q} =Ro}

Remarquons que les valeurs de e indicées par des ordinaux limite sont entiérement détermi-
nées par celles indicées par les ordinaux successeurs plus petits.

Un chemin ¢ = (gg)s<q d’origine p vers ¢ de longueur o + 1 étiqueté par un mot
u = (ag)p<q est une suite C-continue d’éléments de [Q]j telle que go = p, go = ¢ et
(g8, ap,qs+1) € E pour tout 3 plus petit que «. Le chemin est acceptant sip € I et ¢ € F.
Le langage £ (A) reconnu par A est ’ensemble des mots de A<“""" qui sont 'étiquette d’un
chemin acceptant. Une partie L de A<“""" est n-reconnaissable s’il existe un n-automate

A tel que L = L(A).

Exemple 2.3.3 Soit A =< Q = {0,1,2}, A = {a,b}, E,{0}, {{{0}}} > le 2-automate
sutvant :
a /N b
LoD

Pour plus de clarté nous n’avons pas représenté les transitions des éléments de [Q]? vers
les éléments de Q : toute transition d’un élément de [Q]? qui contient 2 ou {2} est vers 2,
toute transition d’un autre élément de [Q]? par a est vers 1, vers 0 par b.

Le langage L(.A) est l’ensemble des mots u de A<“® tels que

1. |Jul = v+ w?

2. tout facteur de u qui ne contient que des “a” est facteur d’un autre facteur de u qui
ne contient que des “a” et de longueur 2 - o pour un certain ordinal o,

3. il existe un entier naturel j tel que pour tout i supérieur ou égal a j, uly+w i,y +
w - (i + 1)[ ne contient qu’un nombre fini de “a”.

En effet, soit u € L(A). La condition 2 est nécessairement vérifiée, sinon il existe un
chemin de 0 wvers 2, d’oi on ne sort plus. D’autre part, la forme normale de |u| est
nécessairement |u| = w? - i, ot i est un entier positif. La condition 1 est vérifiée en posant
v =w?- (1 —1). Si on suppose finalement que 3 est fausse, alors {0,1} ou {2} est dans le
dernier élément du chemin d’étiquette u, ce qui est impossible.

Réciproquement, on vérifie aisément que si u vérifie les conditions précédentes, alors

u € L(A).

Théoréme 2.3.4 ([Cho78]) Soient A un alphabet fini et L une partie n-reconnaissable
de A", Il existe un n-automate déterministe complet A tel que L = L(A).
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Le théoreme suivant montre que les combinaisons booléennes de langages n-reconnais-
sables sont encore n-reconnaissables :

Théoréme 2.3.5 Soient A un alphabet fini, L et L' deux parties n-reconnaissables de
A" Alors LUL', LNL', L— L', A" — L, LL' et L* sont n-reconnaissables, et L
est n + 1-reconnaissable.

2.3.2 Expressions rationnelles

Les expressions rationnelles sur les mots de longueur inférieure a w™ sont formées de
facon identique a celles sur les mots finis, avec cependant un opérateur unaire supplémentaire,
w, qui est identique a celui qu’on trouve dans les w-expressions rationnelles, mais qui cette
fois-ci est libre comme 'est *.

Définition 2.3.6 Soit un alphabet fini A = {al, ...,ar}. Une C-expression rationnelle
sur A est un mot fini sur Uensemble AU{+,-**,(,),\,0} tel que :
— () est une C-expression rationnelle,
— X\ est une C-expression rationnelle,
— a est une C-expression rationnelle pour tout a € A,
— Si e1 et ey sont des C-expressions rationnelles, alors e; + ey est une C-expression
rationnelle,
— Si e1 et ey sont des C-expressions rationnelles, alors e, - eo est une C-expression
rationnelle, que nous noterons aussi plus simplement eqes,
— Si e est une C-expression rationnelle, alors (e) est une C-expression rationnelle,
- Si e est une C-expression rationnelle, alors e* est une C-expression rationnelle,
— Si e est une C-expression rationnelle, alors e est une C-expression rationnelle.
La partie € de A" dénotée par une C-expression rationnelle e est définie par induction
sure :

-0=0, A, -(9 =7
-A={A} ~ete=eUeg, e =g
—a = {a} pour tout a € ~ €1 -€3 =€ - €3, — v =ev.

On dit qu'une partie de A< egt C-rationnelle si elle est définissable par une C-

expression rationnelle. Notons que les C-expressions rationnelles qui dénotent des parties
n+1 . . . 7
de A<¥"" ont au plus n comme profondeur d’imbrication des opérateurs w.

Les C-expressions rationnelles sont équivalentes aux n-automates :

Théoréme 2.3.7 ([Cho78]) Soit A un alphabet fini. Une partie de A<“""" est n-recon-
naissable si et seulement si elle est C-rationnelle.

Exemple 2.3.8 Le langage reconnu par le 2-automate de ’exemple 2.3.3 est dénoté par
la C-expression rationnelle

(((b+ aa)*)*)"((b + aa)®)*((b + aa)"b*)”
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2.4 Mots de longueur dénombrable

Pour un exposé plus détaillé sur la théorie des automates sur les mots de longueur plus
petite que wy, on renvoie a [BS73].
Tout au long de cette section les mots sont de longueur plus petite que w;.

2.4.1 Automates

Nous définissons maintenant des automates qui reconnaissent des mots dont la longueur
est un ordinal dénombrable quelconque. Ces automates sont plus éloignés de I’'idée de Muller
que ceux de Choueka : la seconde fonction de transition (qui permet le passage aux ordinaux
limite) n’utilise plus la notion de répétition infinie simple, mais celle de cofinalité, qui est
plus naturelle sur les ordinaux. La conséquence immédiate de ce changement d’idée est la
modification de la relation de transition, et I’automate n’est plus structuré en n+1 “étages”
comme l’est un n-automate, mais en 2. Nous prouverons plus tard, dans la section 2.5, que
cette modification de la définition de la seconde fonction de transition n’ajoute ni ne retire
de puissance aux automates sur les mots dénombrables par rapport aux n-automates en
ce qui concerne la définition de langages de mots de longueur plus petite que w™™.

Définition 2.4.1 Un D-automate A est un 5-uplet < Q, A, E, I, F > avec :
— @Q lensemble fini des états,
— A un alphabet fini,
- E C[Q]s x A X Q Uensemble des transitions,
— I C Q lensemble des états initiauz,
~ F C [Q]} l'ensemble des états finauz.

L’automate est complet si, pour tout ¢ € [Q]} et pour toute lettre a, il existe p € @ tel
que (g,a,p) € E. 1l est déterministe si p est unique ou n’existe pas, et |I| = 1.

Pour définir les chemins nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 2.4.2 Soient E un ensemble non vide, o un ordinal dénombrable et e = (es)p<a
une suite d’éléments de [E]j. On dit que e est D-continue si eg € E pour tout ordinal
successeur [ inférieur d o, et pour tout ordinal & limite inférieur & o, e € [E] et siq
est un élément de E alors q € e¢ si et seulement si il existe une suite (ag)p<, Strictement
croissante d’ordinaur successeurs inférieurs a & et cofinale a & telle que pour tout B inférieur
G w on ait eq, = q.

Remarquons que les valeurs de e indicées par des ordinaux limite sont entierement
déterminées par celles indicées par les ordinaux successeurs plus petits.

Un chemin ¢ = (gg)p<q d’origine p vers ¢ de longueur o + 1 étiqueté par un mot
u = (ag)p<a €st une suite D-continue d’éléments de [Q]; telle que go = p, ¢go = ¢ et
(g3, ap,9s+1) € E pour tout 3 plus petit que «. Le chemin est acceptant sip € I et ¢ € F.
Le langage L£(A) reconnu par A est I’ensemble des mots de A<“! qui sont I’étiquette d’un
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chemin acceptant. Une partie L de A<“! est D-reconnaissable s’il existe un D-automate

A tel que L = L(A).

Par application du théoréme 1.4.14 la définition de chemin impose que la longueur d’un
mot reconnu par un D-automate soit un ordinal dénombrable.

Nous redonnerons une preuve du théoréeme suivant basée sur l'utilisation des semi-
groupes dans le chapitre 3 :

Théoréme 2.4.3 (Biichi) Soient A un alphabet fini et L une partie D-reconnaissable de
A<t 1l existe un D-automate déterministe complet A tel que L = L(A).

Le théoréme suivant montre que les combinaisons booléennes de langages D-reconnais-
sables sont encore D-reconnaissables :

Théoréme 2.4.4 (Biichi) Soient A un alphabet fini, L et L' deuz parties D-reconnais-
sables de A<**, Alors LUL', LNL, L— L, A — L, LL', L*, L et L<*“' sont D-

reconnaissables.

2.4.2 Expressions rationnelles

Les expressions rationnelles sur les mots de longueur dénombrable sont formées de fagon
identique a celles sur les mots de longueur inférieure a w, avec cependant un opérateur
unaire supplémentaire, < w;, qui est une généralisation de l'opérateur * aux ordinaux
dénombrables quelconques et non plus seulement finis.

Définition 2.4.5 Soit un alphabet fini A = {ay,...,a,}. Une D-expression rationnelle
sur A est un mot fini sur Uensemble AU {+,-* ¥ ,<“1 (,),\,0} tel que :
— () est une D-expression rationnelle,
— X est une D-expression rationnelle,
— a est une D-expression rationnelle pour tout a € A,
— Si ey et ey sont des D-expressions rationnelles, alors e; + ey est une D-expression
rationnelle,
— Si e et eg sont des D-expressions rationnelles, alors ey - es est une D-expression
rationnelle, que nous noterons ausst plus simplement eies,
— Si e est une D-expression rationnelle, alors (e) est une D-expression rationnelle,
— Si e est une D-expression rationnelle, alors e* est une D-expression rationnelle,
— Si e est une D-expression rationnelle, alors e est une D-expression rationnelle,
~ Si e est une D-expression rationnelle, alors e<“! est une D-expression rationnelle.

La partie € de A<“t dénotée par une D-expression rationnelle e est définie par induction
sure :

0:(2)7 — e t+e =¢e Uey, 76_(‘]:6[”:

- A={\} -~ =86, - et =g,

— @ = {a} pour tout a € ~(e) =g,

A, -e =g,
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On dit qu'une partie de A<“! est D-rationnelle si elle est définissable par une D-
expression rationnelle.

Les D-expressions rationnelles sont équivalentes aux automates de Biichi sur les mots
dénombrables :

Théoréeme 2.4.6 ([Woj85]) Soit A un alphabet fini. Une partie de A<“' est D-recon-
naissable si et seulement si elle est D-rationnelle.

2.5 Mots de longueur quelconque

Pour un exposé plus détaillé sur la théorie des automates sur les mots de longueur
quelconque, on renvoie a [BS73].

2.5.1 Automates

Les longueurs des mots reconnus par D-automate étaient restreintes au dénombrable
par le type de la suite de la définition de suite D-continue, qui est un ordinal dénombrable
(w). En supprimant cette restriction on obtient des automates, que nous appellerons B-
automates, qui reconnaissent des mots de longueur quelconque. Nous montrerons dans la
section 2.6 que les D-automates et B-automates sont équivalents pour ce qui concerne la
définition de langages de mots de longueur dénombrable.

La définition formelle de B-automate est identique a celle de D-automate. Nous chan-
geons uniquement la définition des chemins :

Définition 2.5.1 Soient E un ensemble non vide, o un ordinal et e = (eg)g<a une suite
d’éléments de [E]j. On dit que e est B-continue si eg € E pour tout ordinal successeur 3
inférieur & o, et pour tout ordinal & limite inférieur a o, e € [E] et si q est un élément
de E alors q € e si et seulement si il existe un ordinal limite v et une suite (ag)g<y
strictement croissante d’ordinaux successeurs inférieurs a € et cofinale a & telle que pour
tout B inférieur a y on ait €qy = q.

Remarquons que les valeurs de e indicées par des ordinaux limite sont entierement
déterminées par celles indicées par les ordinaur successeurs plus petits.

Un chemin ¢ = (gg)p<q d’origine p vers ¢ de longueur o + 1 étiqueté par un mot
u = (ap)p<a est une suite B-continue d’éléments de [Q]j telle que ¢o = p, qo = ¢ et
(g8,0a8,498+1) € E pour tout 3 plus petit que a. Le chemin est acceptant sip € I et ¢ € F.
Le langage £(A) reconnu par A est 'ensemble des mots de A* qui sont I'étiquette d’un
chemin acceptant. Si « est un ordinal on note £<*(A) I’ensemble L£(.A) N A<®. Une partie
L de A# est B-reconnaissable s’il existe un B-automate A tel que L = L(A).

On a le théoreme suivant sur la longueur des chemins dans un B-automate. Nous
renvoyons a [Wo0j84| pour une preuve.
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Théoréme 2.5.2 Soient A =< Q,A,E,I,F > un B-automate et p,q deux états de A.
S’il existe un chemin dans A de p vers q, alors il en existe un de longueur appartenant a

m

fo=Y wt e (Y- a) +a < Q1)

=1

L’exemple suivant montre en particulier, avec le théoreme précédent, que le complémentaire
d’une partie B-reconnaissable n’est pas nécessairement B-reconnaissable :

Exemple 2.5.3 Soit A=< {0,1,2},{a}, E,{0},{0,1,2,{2},{1,2}} > le B-automate non
déterministe suivant :

Tous les arcs sont évidemment étiquetés par a. L’automate A reconnait tous les mots
de longueur dénombrable, mais pas a“*. Soit u un mot de longueur o sur {a}.

St o est successeur, la suite continue ¢ de type o + 1 définie par co =0 et cg =1 pour
tout ordinal positif B successeur inférieur ¢ o + 1 est bien un chemin dans A réussi et
étiqueté par u puisque pour tout ordinal & limite inférieur @ a+1 on a ce = {1}, et d’autre
part on a bien (1,a,1) € E et ({1},a,1) € E.

St « est limite et dénombrable, alors il est la limite d’une suite croissante d’ordinauz
(Bn)n<w- Quitte a leur ajouter 1 on peut supposer que tous les éléments de la suite sont
successeur. Si on construit une suite continue c de type a+1 en posant cg, = 2 pour chacun
de ces B;, co = 0 et ¢y = 1 pour les autres ordinaux successeurs inférieurs a oo+ 1, on a
nécessairement soit co, = {1,2} soit c, = {2}, et on vérifie aisément que c est un chemin
réusst d’étiquette u.

Supposons maintenant que o = wy et que u € L(A). Soit ¢ un chemin réussi d’étiquette
u. Alors, 2 € ¢,,. Soit T' = {y < wy : ¢y, = 2}. Tous les éléments de I' sont dénombrables,
mais ' lui est indénombrable. Soit vy le plus petit élément de T', v, le plus petit élément
de I plus grand que 7y,. ... Nous pouvons construire ainsi une suite strictement croissante
d’ordinauz (7;)i<w- La limite B de cette suite est nécessairement un ordinal dénombrable par
application du théoréme 1.4.14. On a B € Lim et 2 € cg. On devrait avoir (cg, a,cs41) € E,
ce qui n’est pas le cas. Donc ¢ n’existe pas.

En particulier, il n’y a pas d’analogue du théoreme 2.4.3 pour les B-automates.
Cependant, les combinaisons booléennes de langages B-reconnaissables sont encore B-
reconnaissables :
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Théoréme 2.5.4 ([Woj84]) Soient A un alphabet fini, L et L' deux parties B-reconnais-
sables de A*. Alors LUL', LNL', L', L*, L* et L¥ sont B-reconnaissables.

Une autre définition pour les B-automates

Nous démontrons maintenant qu’on peut, dans un B-automate, remplacer les transi-
tions de [@] x A x @ par des transitions de [Q] x @, ce qui permet de simplifier la définition
de chemin : les chemins ne seront plus des suites d’éléments de [Q] mais de Q. Notons
qu’on peut obtenir un résultat similaire pour les D-automates, que nous utiliserons, mais
sans I’énoncer, car la preuve est strictement identique au cas des B-automates.

Définition 2.5.5 Un B'-automate A est un 5-uplet < Q, A, E, I, F > avec :
— @ lensemble fini des états,
— A un alphabet fini,
- FC(Q@xAxQ)U([Q] x Q) ’ensemble des transitions,
— I C Q l'ensemble des états initiauz,
- F C @ l’ensemble des états finaux.

On suppose que pour tout ¢ € [Q] il existe p € @ tel que (¢,p) € E. L’automate
est complet si, pour tout ¢ € @ et lettre a, il existe p € @ tel que (¢,a,p) € E. 1l est
déterministe si p est unique ou n’existe pas, si pour tout ¢ € [@Q] il existe un unique p € Q
tel que (¢,p) € E et si |I| = 1.

Un chemin ¢ = (gg)p<q d’origine p vers ¢ de longueur o + 1 étiqueté par un mot
u = (ag)p<aq est une suite d’éléments de @ telle que

- 4o =D,

~ qa =4,

— (gp, ap,qp+1) € E pour tout 3 < a,

— pour tout ordinal ¢ limite inférieur & o + 1 il existe p € [Q] tel que r € p si et
seulement si il existe un ordinal limite y et une suite (cg)g<, strictement croissante
d’ordinaux inférieurs a & et cofinale a ¢ telle que 7 = go, pour tout 8 inférieur a v,
et (p,qe) € E.

Le chemin est acceptant si p € I et ¢ € F. Le langage L(A) reconnu par A est ’ensemble
des mots de A# qui sont ’étiquette d’un chemin acceptant. Une partie L de A# est B'-
reconnaissable s’il existe un B’-automate A tel que L = L(A).

Nous montrons maintenant que toute partie de A# est B’-reconnaissable si et seulement

si elle est B-reconnaissable.

Théoréme 2.5.6 Soit A un alphabet fini. Une partie de A% est B'-reconnaissable si et
seulement si elle est B-reconnaissable.

Preuve Nous commencgons par construire un B’-automate a partir d’'un B-automate. Soit
donc A =< Q,A,E,I,F > un B-automateet B=< Q', A, E', I, F' > le B'-automate défini
par

- QI = [Q](l)a



36 Automates et expressions rationnelles

- EF=EUu{pgel@]x[Q:pNQ=q}.

Observons que B est déterministe si et seulement si A 'est. On vérifie facilement que
u € L(A) si et seulement si u € L(B).

Soit maintenant B =< @, A, E,I, F' > un B'-automate et A =< Q', A, E', I, F" > le
B-automate défini par

- Q' =QuUE,

(E—{(p.q) € E})
- E=Uq{(pa (q,¢) €QIxAXQ*: (P(p),n) € E et (q1,a,¢) € E}
{((plapQ):a'a Q) € Q2 X A X Q : (p2aa: Q) € E}
VY FU{(p,p2) €Q*:py € F}
{pe[Q]:(P(p),q) € Eet ¢ € F pour un ¢ € Q}
ousi {pi,...,pr} €[Q'] alors P({p1,--.,pc}) = Ui=1. xP'(p;) avec P'(q) = {q} si ¢ € Q et
P'((q,7)) = {g,r} si (g,7) € Q*.

Intuitivement, on passe de {p|,...pl.} & (¢,r) par lecture de la lettre ¢ dans le B-
automate ainsi construit si et seulement si {p!,...,p!. } dans lequel les couples (¢, ¢2) ont
été remplacés par deux éléments ¢; et go est égal a {p1,...,p,} et on passe de {p1,...p,}
a r en passant par ¢ dans B par lecture de la lettre a. La premiere composante des couples

sert donc & mémoriser ’état par lequel on passe dans le B’-automate a partir d’un élément
de [Q] sans lire de lettre.

B'-automate B-automate

Observons que A est déterministe si et seulement si B I’est. On vérifie encore facilement
que u € L(A) si et seulement si u € L(B). \Y%

2.5.2 Expressions rationnelles

Les expressions rationnelles sur les mots de longueur quelconque sont formées de fagon
identique a celles sur les mots de longueur dénombrable, mais I'opérateur unaire < w; est
remplacé par #, qui est une généralisation de 'opérateur < w; aux ordinaux quelconques
et non plus seulement dénombrables.

Définition 2.5.7 Soit un alphabet fini A = {a1,...,a,}. Une B-expression rationnelle
sur A est un mot fini sur 'ensemble AU {+,-* % (,),\, 0} tel que :

— () est une B-expression rationnelle,

— X est une B-expression rationnelle,
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— a est une B-expression rationnelle pour tout a € A,
— Si ey et eg sont des B-expressions rationnelles, alors e; + ey est une B-expression
rationnelle,
— Si e1 et ey sont des B-expressions rationnelles, alors e - eo est une B-expression
rationnelle, que nous noterons ausst plus simplement eies,
— Si e est une B-expression rationnelle, alors () est une B-expression rationnelle,
— Si e est une B-expression rationnelle, alors e* est une B-expression rationnelle,
— Si e est une B-expression rationnelle, alors e¥ est une B-expression rationnelle,
— Si e est une B-expression rationnelle, alors e est une B-expression rationnelle.
La partie € de A% dénotée par une B-expression rationnelle e est définie par induction sur
e:

=0, S aFe=aus, @
-A={\}, - €1 €3 = €7 - €3, - e# =¢e#.
- a = {a} pour tout a € - (e) =g,
A, - e* =¢e*,

On dit qu'une partie de A# est B-rationnelle si elle est définissable par une B-
expression rationnelle.

Les B-expressions rationnelles sont équivalentes aux B-automates :

Théoréme 2.5.8 ([Wo0j85]) Soit A un alphabet fini. Une partie de A¥ est B-reconnais-
sable si et seulement si elle est B-rationnelle.

Exemple 2.5.9 Soient A le B-automate de l’exemple 2.5.3, et u un mot sur {a} de lon-
gueur limite. On vérifie, en employant exactement les mémes arqguments que ceuzr dévelop-
pés dans Uexemple, que u € L(A) si et seulement si |u| est limite d’une suite strictement
croissante d’ordinauz de type w. Comme le mot vide et tout mot de longueur successeur
sont acceptés par A, le langage reconnu par A est dénoté par la B-expression rationnelle

A+ a*a + (a¥)¥

2.6 Equivalences entre automates

Dans cette section nous établissons des relations entre différentes définitions d’auto-
mates. Nous prouvons que les B-automates et les n-automates définissent les mémes lan-
gages lorsqu’on se restreint aux mots de longueur inférieure & w™*!. En utilisant ce résultat,
en conjonction avec le théoreme 2.3.4, nous obtenons un algorithme qui permet, a partir
d’un B-automate A et d’un entier n, de calculer un B-automate B déterministe tel que

L(B) = L(A) N A",

Commencons cette section sur ’équivalence entre les différents types d’automates en
remarquant que les D- et B-automates définissent les mémes langages lorsqu’on se restreint
aux mots de longueur dénombrable.
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Théoreme 2.6.1 Soit A un alphabet fini. Si L est un langage D-reconnaissable sur A,
alors il existe un B-automate A tel que L<“'(A) = L. Réciproquement, si L est un langage
B-reconnaissable sur A, alors L N A<¥' est D-reconnaissable.

La preuve (élémentaire) du théoréme est basée sur le fait qu’un état ¢ apparait cofina-
lement a une position limite dénombrable & dans un chemin si et seulement si il existe une
suite strictement croissante d’ordinaux dénombrables de type w cofinale a £ qui indice des
apparitions de ¢ dans le chemin, comme le montre le lemme suivant :

Lemme 2.6.2 Soit & un ordinal limite dénombrable. Alors il existe une suite croissante
(ag)p<s d’ordinauz plus petits que € et cofinale a & si et seulement si il existe une suite
croissante (a};)g@ d’ordinaux plus petits que & et cofinale a €.

Preuve Le sens de la gauche vers la droite est immédiat. Supposons maintenant que
(ceg) p<s soit une suite croissante d’ordinaux plus petits que € et cofinale a . Alors nécessairement
0 est un ordinal limite dénombrable. Par utilisation du théoreme 1.4.14 il existe une suite
(7Vr)r<w strictement croissante d’ordinaux dénombrables telle que § = lim(7,),<,. Cette
suite est cofinale a J, et la sous-suite croissante (. );<, de (ag)s<s est cofinale a {.  V

2.6.1 Equivalence entre B-automates et n-automates

Nous remontrons maintenant que les B-automates sont équivalents aux n-automates en
ce qui concerne la définition de langages de mots de longueur inférieure & w™*!. En utilisant
ce résultat en conjonction avec le théoréeme 2.3.4 on construit & partir d’'un B-automate A
un B-automate déterministe B tel que £L<"" (A) = L(B).

Soit n un entier. Dans cette sous-section le domaine des B-automates est restreint a
celui des n-automates, c’est-a-dire qu’on ne s’intéresse qu’aux mots de longueur inférieure
4 w"T! dans les langages définis par B-automates.

Equivalence entre B-automates et n-automates

On construit pour commencer un n-automate a partir d'un B-automate. Bien que le
formalisme de la construction soit lourd, I’'idée est simple, elle est basée sur la remarque
qu’il est possible d’exprimer la répétition cofinale d’un état dans un chemin en se servant
de la structure en étages des n-automates, ce que nous illustrons par I’exemple suivant :

Exemple 2.6.3 Soient A = {a,b}, u= (ab®)¥, v= (") et A le 2-automate suivant :
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Notons ¢ = (qg) g<u? (resp. ¢ = (qj)p<u?) le chemin de 0 vers {{1}} d’étiquette u (resp.
v) dans A. On schématise les chemins c et ¢ par les dessins suivants, ou chaque suite
(Qu-i+a)o<a<w est représentée verticalement, son plus petit élément étant en bas et le plus
grand en haut, et les suites de type w? + 1 décomposées en w suites de type w + 1 plus

un dernier élément de facon naturelle, la premiére de ces suites étant la plus a gauche, la
sutvante immédiatement a droite de cette derniére,. . .

OO === -
O = =
O = = —
O = = —

O = = -
e e
— =
— =

- s Ww c

___ )

En supposant que les éléments de {0, 1} contenus dans (¢g)w-i<g<w-itk (T€SD. (q’ﬂ)w.igg<w.i+k)

aient été mémorisés dans qu.ivk (T€SP. q,,.;4,) POUT chaque entiers i et k, les deuz chemins
deviennent :

w

et les “mémoires” (ou, comme nous les appellerons dans la suite, historiques) associées a
Q.2 et ¢, permettent de différencier u et v aprés lecture de w? lettres. Si € € Lim, l'union
de la projection d’historiques associés a I’élément d’indice & dans un chemin contient exac-

tement les états q tels que {7 : ¢, = q} est cofinal avec £. Ceci nous permet de définir les
transitions sortantes des états atteints aux positions limites.

Définition 2.6.4 Soit E un ensemble fini. On définit la fonction P : [E|" — [E] de mise
a pla’t par P({qla SRR Qk}) = UZZIP(Q1) St {qla SR Qk} € [E]n) n >0 et qi,---,qk € [E]nfl;
et P(q) = {q} siq€[E].
Exemple 2.6.5

P({{a1, &2} {2, a3} {as, 45, 46} }) = {a1, @2, 83, 44, 45, 46}

Dans la définition suivante on met des indices en place d’exposants :
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Définition 2.6.6 Soit ¢ = (¢3)ps<a un chemin dans un n-automate < Q, A, E, I, F > tel
que pour tout ordinal B successeur inférieur ou égal a4 o on ait gg = (sP, hf, cen hg), avec
s? élément d’un ensemble fini S, hY € [S]U {0} pour tout 0 <i < k et k € N. Comme un
chemin est entiérement défini par les valeurs qu’il prend auz positions successeur, on définit
la suite ¢’ comme étant 'unique séquence C-continue qui vérifie cg = (s?, hﬁ, cen h,g) st et
seulement si c’B = 5% pour tout ordinal B successeur inférieur ou égal ¢ o. Le chemin ¢
ainsi défini est appelé projection du chemin ¢ de () dans S.

Nous introduisons d’abord quelques définitions élémentaires :

Définition 2.6.7 R'({(s1,hL,... . h8), ..., (s, hE, ... BE)}) = {s1,..., 8}, o k et n sont
des entiers naturels.

Définition 2.6.8 Ry ({(s1,hL, .-, h})s-- -y (Sm, K ..., B }) = UR, AL, oum,n et k sont
des entiers naturels tels que k soit inférieur ou égal a n.

Définition 2.6.9 fst((a1,...,a,)) = a; ot n est un entier naturel.

Nous donnons maintenant une construction qui, a partir d’un B-automate A et d’un
entier n, calcule un n-automate B tel que, comme nous le prouverons par la suite, L(B) =
L (A). Nous supposons que A posséde au plus un état initial. En effet, s’il n’en possede
pas, alors L£(A) = 0 et la construction d’un n-automate B tel que £(B) = ) est triviale. Si
A posséde exactement un seul état initial, alors on ajoute un nouvel état 7 & 'automate,
on ajoute pour chaque lettre a de 'alphabet une transition sortante de 7 vers chaque état ¢
tel qu’il existe une transition d’un état initial de A vers ¢ par a. On pose alors que I'unique
état initial de 'automate ainsi construit est 7. Il est clair que cet automate reconnait le
méme langage que A.

Définition 2.6.10 Soit A =< Q, A, E,{i}, F > un B-automate. On construit d partir de
A un n-automate < Q', A, E', {i'}, F' > de la maniére suivante (m <n) :

- Q=@ x ([QIU{D}) x --- x ([QIU{D}).

-~

n—1 fois
- =(,0,...,0).
- Sia € A, alors ((s,hp—g,...,ho),a, (s, hl,_o, ... )GE’ si et seulement si s € @,
s'eQ, hi =h; U{s}pourtoutz<n—2 et(sas)
- Sia€e AetX e[Q]™, alors (X,a,(s',hl_o, ..., hY)) EE’ si et seulement si s' € Q,

= () pour tout i < m, hi = R;(P(X)) pour tout i>m et
(Rim—2(P(X)),a,s') € E sin>m>1
(R'(X),a,s') € E sim=1
- Sis'=(shy 2,...,hy) €EQ alors s € F! < s€F.
{RmQ(P(X)) EF sin>m>1

- S X e [Q' alors X € F! <—
P X € Q" alors R'(X) € F sim=1
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Le n-automate ainsi obtenu da partir d’'un B-automate A sera appelé le B2C-automate de

A.

L’idée générale de la construction est de simuler le B-automate de départ. Les états
du n-automate ainsi construit sont composés d’un état du B-automate de départ et de
n — 1 historiques. Le n-automate est construit de telle fagon que (p, hy—a, ..., ho) est la
derniere composante d'un chemin d’étiquette u dans I'automate si et seulement si p est
la derniere composante d’un chemin d’étiquette u dans le B-automate de départ. Chaque
historique d’indice inférieur a m est remis a zéro apres la lecture de chaque préfixe du mot
en entrée de 'automate dont la longueur est de la forme 4 w™. L’information accumulée
dans les historiques permet, a chaque point limite & du chemin, de connaitre les états du
B-automate répétés cofinalement a &, et donc de pouvoir calculer les transitions sortantes
de I’état atteint.

Comme montré ci-dessous, ’ajout d’historiques ne modifie en rien la répétition infinie
d’un état.

Lemme 2.6.11 Soient A =< Q,A,E,I,F > un B-automate et B le B2C-automate de
A. Supposons que B soit un n-automate pour un certain entier n. Soient u un mot de
A< e = (q1,8)p<a un chemin d’étiquette u dans B, et co = (¢2,8)p<a la projection de
c1 sur Q. Alors s € R'(P(q1p+wm)) <= s € P(qa,p+wm) pour m entier positif.

Preuve Par définition de la C-continuité, il suffit de montrer que s € R'(P(q1um)) <
s € P(gawm)- La suite ¢y étant obtenue par projection de ¢;, le sens = est facile. Voyons
le sens <, par récurrence en deux étapes sur m.

Sim =1, s € Plpw) < s € ¢, par définition de P. Donc par définition de
la C-continuité I' = {7 : ¢o,, = s} est infini. On construit la suite (7;)i<, par o est le
plus petit ordinal de I', v, celui qui lui est immédiatement supérieur,.... On a g, = s
si et seulement si il existe A2 ., ..., h) tels que Q1 = (5 B! . ..., h}). Par définition des
historiques, si (q1,5)p<w = (50, B2 _o, -, hY), (s1,hL oy hE), ooy (Sk, BE o, ... BE), ... on
ak > k' = Vi, h¥ C h¥, et comme Q est fini & partir d’un certain k; on a h¥ = A!* pour tout

k supérieur & k; et i inférieur ou égal & n—2. 1l vient donc que {7 : g1, = (s, h¥ 5, ... i)}

est infini et donc par définition de la C-continuité, (s,h" ,,... A € 1 = Plgry) =
5 € R(P(01.)).

Notre hypothese de récurrence est (1) : s € P(gawm) = s € R'(P(q1wm)). Montrons
que s € P(qrumk) = s € R'(P(qiwmk)) pour tout entier k£ positif. Si & = 1 alors on
revient a (1). Supposons s € P(gaum.k) = s € R'(P(q1wmx)) €t démontrons que (2) :s €
P(qiwm.(k+1)) = 5 € RI(P(qrwm-k+1))- Onaw™ - (k+1) =w™-k4+w™or w™ -k > w™
et donc par la définition de la continuité (2) est vrai si (1) est vrai, et (1) I’est. Donc pour
tout entier £ positif on a s € P(gaum.k) = s € R'(P(qrwmk))-

Montrons maintenant que s € P(ggum+1) = s € R'(P(qrum+1)). Si s € P(goum+1)
alors il existe X € [Q]™ tel que X € ¢om+1 et s € P(X) et donc par définition de la
continuité {k : goumj = X} est infini, i.e. {k : s € P(gowm.x)} est infini et donc par
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hypothese de récurrence {k : s € R'(P(q1umk))} est infini et donc toujours par définition
de la C-continuité s € R'(P(qy wm+1)). \%

Soit E un ensemble et s = (gg)s<, une suite d’éléments de E. Nous noterons In(s)
I’ensemble des éléments de E' qui apparaissent infiniment souvent dans s.

Lemme 2.6.12 Soient A un alphabet, o un ordinal, w € A% {c1;, : i € I etc;; =
(¢i1,8)p<|u|} U'ensemble des chemins d’étiquette u et d’origine ¢ dans un B-automate A =<
Q, A E {i},F > et {coj:j € Jetcy; = (g28)p<p} l'ensemble des chemins d’étiquette
u et d’origine i’ dans le B2C-automate A' =< Q' A, E', {i'}, F' > de A. Alors pour tout
i €1, il existe j € J (et inversement, pour tout j € J, il existe i € I) tels que :
- (A) : Si o € Suce, fst(qj2,p) = gi1,p pour tout ordinal B successeur inférieur ou égal
a Q.
~ (B) : Si a € Lim et si sa décomposition donne o =+ w™ avecm >0 et =0 ou
B > w™, tel que B soit le plus petit possible, alors :

R’(Qj,Q,a) = @i1,a sim=1
Rin—2(P(gj2,a)) = Giia Sin>m>1

Preuve Par induction transfinie.

Sia= 0, on a ¢gj2,0 = (’L, (Z), ceey @) et fst(CIj,Q,()) =71= qi,1,0-

Supposons maintenant que le lemme soit vrai pour tout [ inférieur ou égal a «, et
montrons qu’il I'est aussi pour a + 1. L’hypothése de récurrence nous indique que, pour
un B-automate, le B2C-automate correspondant et un mot u, s’il y a un chemin dans
un des automates pour u, il existe un chemin dans l'autre sur u qui vérifie (A) et (B).
Prenons deux tels chemins et prolongeons-les d’une transition chacun par une méme lettre.
Si a € Suce, fst(gj2a) = ¢in,a et par définition du B2C-automate (g; 1,4, Ua, Gi,1,0+1) €
E <= (@10 hn-2---,h0),%a; (Gi1,0415 fn—2 U {Gi1a},--- ho U {Gi1a})) € E', on a
donc bien fst(gj2a+1) = Giia+1- Si @ € Lim et o = w, par hypothése de récurrence
R'(¢j2,0) = i1, €t par définition de E'

(Rl(qj,Q,a)’ U, Qi,l,a—H) eFlr
<:> (qj72ia, uO” (qi;15a+1’ RH_Q(P(q],Z,a))’ R 7R1 (’P(qj,Q,a))? @) E El

et on a bien fst(gj2,a+1) = ¢i1,a+1- Ol @ = W™ et m > 1, par hypothese de récurrence
Gina = Rm—2(P(gj2,)) et par définition de E' (R—2(P(gj2,0)), Yas Giget1) € B
(Qj,Q,o” Ug; (qz',l,a—|—17 Rn—Q(P(qJ,Q,a))’ s 7Rm(P(qj,2,a))7 (2)7 R 0)) € E’ et encore fSt(Qj,2,a+1)
= Gi,1,041-

Supposons maintenant que o € Lim et que le lemme soit vrai pour tout ordinal v
inférieur a «, et décomposons « en @ = 4+ w™ comme dans I’énoncé. On a évidemment
Gina = {s: {7 : i1y = s} est cofinal avec a} = {s: {y > B : ¢;1,, = s} est cofinal
avec a}. Cette remarque et la définition de C-continuité des a-séquences nous permet de
restreindre notre étude & o = w™. Si o = w, par simple application du lemme précédent, et
parce que pour une suite de type w les définitions de B- et C-continuités sont équivalentes,
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on a R'(¢j2,a) = ¢i1,.- Examinons maintenant le cas m > 1, et supposons que s € ¢; 1 4m,
alors {y < w™ : ¢;1,, = s} est cofinal avec w™. Par hypothese de récurrence, ¢;;, =
s = [fst(gj2,) = s et donc {y < w™ : fst(gj2,) = s} est cofinal avec w™, et donc
I ={k:Vitlquen—1>1>m—-2 s & Ri(P(gjzwm-1x))} est infini puisque les
h; ne sont vidés que quand on transite de g, ,i+1.5 & Gj2uit1.5+1, €6 qu'on a le lemme
précédent. Comme I' est infini, en utilisant encore une fois le lemme précédent, il vient
que s € Ry(P(gjzwm)) pour tout I tel que m —2 < [ < n —1 et donc en particulier
5 € Rm—2(P(gj20m))-

Maintenant la réciproque. Supposons que s € Ry,—2(P(gj2,um)). Alors gja,m = In(c) ol
¢ = (¢p)p<w est I'unique suite de type w continue telle que ¢; = g¢j9,m-1; pour tout @
inférieur & w, et donc s € Ry, 2(P(gja.m)) implique il existe X € [Q]™ ! tel que s €
Rim—2(P(X)) et {k <w:¢joum-1, =X} est infini. Comme h,,,_» n’est vidé que quand on
transite de ;o ,m-1.4 & Gj2.,m-1.541 €t par la définition du remplissage des historiques, on
aque {k <w:Iyw™ !l k<y<w™!'-(k+1) fst(gj2,) = s} est infini, et donc par
hypothese de récurrence {k <w: 3y w™ 'k <y <w™ - (k+1) g1, = s} est infini, et
donc {7 : ¢;1,, = s} est cofinal avec w™, d’out s € ¢; 1 ym. \%

Lemme 2.6.13 Soient n un entier, A =< Q, A, E,i,F > un B-automate et B =<
Q, A E'i',F' > le B2C-automate de A. Alors L(B) = L<"" (A).

Preuve Soient v un mot de longueur a reconnu par A et (gi3)p<|s un chemin réussi
dans A étiqueté par u. Nous savons par le lemme précédent qu’il existe un chemin réussi
(92,8) <|u) dans A’ étiqueté par v qui vérifie :

R'(g2,0) = Q1,0 sim=1
Rm—2(P(QQ,a)) =10 sin>m>1

Si @ € Succ on a donc fst(gra) = ¢ia OF Q10 € F = (¢14,Pn—2,-..,ho) € F' par
définition de F' donc u est reconnu par A'. Sia=f+w™etm=1o0na ¢, =R (¢0) €t
R'(¢2,0) € F = @0 € F' donc u est reconnu par A'. Sim > 1 on a Ryp—2(P(¢a)) = ¢1,a
et Rim—2(P(g2,0)) € F = @20 € F' donc u est reconnu par A’. La réciproque se démontre
de facon identique. v

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat attendu :

Théoréme 2.6.14 (Biichi) Soient n un entier et A un B-automate. A partir de A, on
peut construire un n-automate B tel que L™ (A) = L(B). Réciproquement, si A est un
n-automate, on peut construire un B-automate B tel que L(A) = L(B).

Preuve Nous venons de montrer la premiere partie du théoréeme. Pour 'autre sens, il suffit
de remarquer que les expressions C-rationnelles sont également B-rationnelles. \Y
Déterminisation des B-automates

Soit n un entier. Nous venons de donner un algorithme pour construire un n-automate
B en partant d’un B-automate A tel que £<“""' (A) = L£(B). D’apres le théoréme 2.3.4,
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on peut construire un n-automate déterministe C tel que £(C) = L(B). Nous donnons
maintenant une construction qui permet, a partir d'un n-automate déterministe, de calculer
un B-automate déterministe qui reconnait le méme langage. On en déduira un algorithme

qui, & partir de A, permet de calculer un B-automate déterministe D tel que L£(D) =
LT A).

Si on suppose donné un n-automate A =< @, A, E, {i}, F > déterministe, pour chaque
p € [Q]7 la figure suivante explique le principe de la construction :

n-automate B-automate

L’idée maitresse est de faire transiter chaque élément p de [Q]* pour chaque 0 < i < n,
vers de nouveaux états qui ne seront accessibles qu'immédiatement apres le passage par p.
Nous appellerons de tels états états témoins pour des raisons évidentes. Dans le schéma
précédent (p,a,i) et (p,b,4) sont des états témoins du passage par p € [Q]*. Alors, il faut
calculer un équivalent de p pour la définition d’état aux points limites des B-automates.

Définition 2.6.15 Soit A =< Qa, A, Ex,{ia}, Fa > un n-automate déterministe. On
construit o partir de A le B-automate B =< Qp, A, Eg, {ig}, Fg > déterministe qui re-
connait le méme langage avec ’algorithme qui suit. Comme les automate considérés sont
déterministes, afin de simplifier les notations Ea (resp. Eg) est vu non plus comme une
relation mais comme une fonction de [Qa]? x A (resp. [Qply x A) dans Q4 (resp. Qp).
Dans Ualgorithme la restriction de E4 au domaine Qa X A est dénotée par E4l:.
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1. Qp=Qa; Eg=E4l1; F=FanN[Qal};ip=ia

2. Vp €[Qa] /Définitions de C- et B-continuité coincident pour les suites de type w/

3. Pour tout a € A

4. q = (p,a,1) nouvel état ¢ Qp

72 Qs + @pU{q}

6. Ep(p,a) =q

7. Pour touta' € A

8. Egp(q,d') = Es(Ea(p,a),d)

9. Si Eq(p,a) € Fy

10. Fp < FpU{q}

11. Pour i allant de 2 a n

12. Pour tout p € [Qa]' = {p1, ...k}

13. Pour tout a € A

14. (p,a,i) nouvel état ¢ Qp

15. QB — QB U {(paaai)}

16. Si Ea(p,a) € Fa

17. Fp < FpU{(p,a,i)}

18. Pour tout g € [QB] tel que (Vj €[1...k]Fr €qla € A:r = (pj,a,i— 1))
AN A(r,a,i—1) €q:r &€ p)AN(A(r,a,k) : k>1i—1))

19. Pour tout a € A

20. EB(Qaa’) = (paaai)

21. Pour tout a’ € A

22. Eg((q,a,i),a") = Eo(E4(p,a),a)

23. Sipe Fy

24. Fg + FpU {q}

Nous appellerons le B-automate ainsi obtenu & partir d’un n-automate déterministe A le
C2B-automate de A.

Afin de montrer que le C2B-automate de A reconnait le méme langage que A il nous
faut deux petits lemmes sur les ordinaux :

Lemme 2.6.16 Soient o un ordinal limite qui se décompose de facon unique en o« =
B+ w", avec 0 < n < w, etr tel que n < r < w. Il n'existe pas d’ensemble d’ordinauz de
type r cofinal avec «.

Preuve La forme normale de o est
a=w"my+ -+ W my W my
avec ixy1 = n et myyq positif. Soit v 'ordinal dont la forme normale est
Y=wtemy e W e my W (myyy — 1) + 1

Evidemment, ~ est inférieur a . Le plus petit ordinal 5 de type r plus grand que 7y est
v+ w", et on vérifie aisément que 8 > «. Il n’existe donc pas d’ordinal g tel que ty(8) =r
et y<fB<a. \Y
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Lemme 2.6.17 Soient a un ordinal limite inférieur 4 w* dont la décomposition unique
est o = B+ w", avec w > n > 0 et I' un ensemble d’ordinauz de type n — 1 tous plus
petits que « et cofinal avec o. Alors il existe une infinité d’éléments de I qui s’écrivent
B+wv -k, avec k < w.

Preuve Puisque I est cofinal avec «, pour tout ordinal v inférieur a « il existe 6 € T" tel
que v < 0 < a. D’autre part, « = f + w™ implique 8 < «a. Soit v € T tel que v > 5.
L’ordinal vy s’écrit de fagon unique v = 8 +w™ ! -k, avec 0 < k < w, et comme 7 < « et
que I' est cofinal avec « il existe 7' dans I' qui vérifie v/ > -, et de nouveau ' s’écrit de
facon unique vy = S+ w™ 1 - k', k < k' < w. Comme I est cofinal avec o on peut réitérer
infiniment la méme opération, d’ou le lemme. \Y%

Lemme 2.6.18 Soient A =< Qa, A, E4,{ia}, Fa > un n-automate déterministe, B =<
@B, A, Eg, {ig}, Fg > le C2B-automate de A, u un mot sur A de longueur inférieure &
W™, et (go,s)p<pu (Tesp- (gB,g)p<iul) le chemin d’étiquette u d’origine iy (resp. ip) dans
A (resp. B). Alors suivant o un des trois prédicats suivants est vrai :

- (1) g0 ={(p1,Hn—1),...,(Pssn—1)}UP <= qca = {p1,---,px} st a s’écrit
de maniére unique o« = [+ w™, n > 0, P C [@Qpg| ne contenant que des états dont
les noms sont des noms d’états de Q4 ou des triplets dont la troisiéme composante
est strictement inférieure an — 1, py,...,px € [Qa]""F et _ désignant n’importe quel
élément de A.

- (2) qpo = (p,a,n) <= qee=psia=E+1, ty(€) =n avec n > 0.

- (3) ¢B,0 = o0 autrement.

Preuve Par induction transfinie sur a.

Sia=0,qpo=1ip=14=qcp-

Soit a € Ord. Supposons le lemme vrai pour «, et montrons qu’il est vrai pour o + 1.
Si o € Lim on a (1) et il suit immédiatement (2) par construction. Si a € Succ on a (2) ou
(3). Si (3) alors (3) encore apres lecture d’une lettre, car dans ce cas Eg(q,a) = Ea(g,a). Si
(2), a =&+ 1, gpat1 = EB(qB,a = (P ue; tY(€)), ua) = Ea(Ealgee = ) Ue), Ua) = qCiat1
donc (3).

Maintenant, prenons « € Lim, supposons le lemme vrai pour tout 8 < « et essayons
d’en déduire le lemme pour c.

Supposons gca = {p1,-..,pk}. On peut supposer sans perte de généralité que k£ = 1.
Posons d’autre part o = 8 + w". Alors, il existe une infinité de k tels que g¢ gyn—1.4 = D1
ce qui signifie que {8+ w" ™' -k : k < w, gopgrwn-1k = P1} est cofinal avec «. Or, par
hypotheése de récurrence, p1 = gegiwn-1k <= ¢Bfrwr—1ht1 = (D1, Ugtwn—14, 7 — 1) €t
donc {B4+w" ™ k+1:qpgiwn-14+1 = (P1, Ugrwn-1k, 1 — 1)} est cofinal avec «, car A est
fini. De ceci on déduit qu'il existe a € A tel que (p1,a,n — 1) € gpq.

Inversement, (p1,a,n — 1) € gg,o = {y < @ : gy = (p1,7,n — 1)} est cofinal avec a,
c’est-a-dire par hypothese de récurrence que I' = {y < o : gc, = p1} est cofinal avec a.
Comme p; € [Qa]"", ty(y) = n — 1 pour tout v € I'. Par le lemme 2.6.17 il vient que
{vel:y=84+w"" "k k <w,qc,=p:} est infini et donc p; € gca.
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Supposons maintenant que r = (¢,a,j) € qc,o avec j >n—1. Alors {y < a:¢p, =71}
est cofinal avec «, c’est-a-dire par hypotheése de récurrence que I' = {y < a : ¢¢, = ¢}
est cofinal avec a. Comme q € [Q4)’, si v € T alors ty(y) = j, contradiction avec le
lemme 2.6.16.

Nous avons montré (1), ceci achéve la démonstration du lemme. \Y4

Théoréme 2.6.19 Soit A un n-automate déterministe et B le C2W -automate de A. Alors
L(A)=L(B).

Preuve Soient A =< Qa, A, Ea,{ia}, F4 > un n-automate déterministe et B =< @p, A,
Eg.{ig}, Fg > le C2B-automate correspondant. Soit u un mot de longueur « tel que
u € L(A), et (gcs)p<a (resp. (¢Bs)p<a) le chemin d’étiquette u d’origine i4 (resp. ip)
dans A (resp. B).

Sia€ Lim a=pF+w", w>n>0,soit qco = {p1,-.-,px} Par construction, tous les
éléments de [@p] qui vérifient la condition de la ligne (18) de ’algorithme appartiennent
a Fg si{p1,...,pk} € Fa, or gp, est un de ces éléments, donc u est reconnu par B. Si
maintenant o« = £+ 1, ty(§) =n, w > n > 0, u € L(A) = gco = Ealgcee, ue) € Fjy,
par construction E4(qgog, ue) € Fia = (qo, ug,n) € Fi, et comme par le lemme précédent
4o = (qog, ug,n), u € L(B). Autrement, gc,, € Fa et comme Fy N [Qals C Fp et que
dc,e = (B, U €st reconnu par B.

La preuve de correction se fait de fagon similaire. \Y%

Corollaire 2.6.20 Soient A un B-automate et n un entier. A partir de A on peut construire
un B-automate déterministe B tel que L<"" (A) = L(B).

Preuve On construit d’abord le B2C-automate de A, qu’on déterminise. Soit C le n-
automate obtenu. Le C2B-automate de C est le B-automate déterministe recherché. \V4






Chapitre 3

Semigroupes

Nous allons maintenant définir des ensembles de mots sur un alphabet A en utilisant
des morphismes de semigroupes finis. Sur les mots finis, ce formalisme est équivalent aux
automates : un langage de mots finis est reconnaissable (par un semigroupe fini) si et seule-
ment si il est rationnel. De plus, un semigroupe fini, le semigroupe syntaxique de L, peut
etre attaché a tout langage reconnaissable L de mots finis. Les langages reconnaissables
peuvent alors étre classés par les propriétés algébriques de leur semigroupe syntaxique.
Cette idée a été initiée par Schiitzenberger [Sch65], qui montre qu’un langage de mots
finis est sans étoile, c’est-a-dire descriptible par une expression rationnelle dans laquelle
la complémentation est autorisée mais 1’étoile interdite, si et seulement si son semigroupe
syntaxique est fini et apériodique (i.e. ne contient pas de groupes non triviaux). Nous ver-
rons au chapitre suivant que les langages sans étoile forment une sous classe importante des
langages rationnels puisque ce sont exactement ceux définissables par des formules de lo-
gique du premier ordre de I'ordre linéaire, alors que les langages rationnels sont exactement
ceux définis par des formules de logique du second ordre monadique de I'ordre linéaire. Le
théoréme des variétés d’Eilenberg [Eil76] généralise les idées de Schiitzenberger.

Les semigroupes sont inadaptés a ’étude des langages rationnels de mots infinis, puis-
qu’ils n’autorisent pas de produits infinis. Wilke [Wil91], Perrin et Pin [PP97] ont introduits
une structure algébrique basée sur les semigroupes dans lesquels des produits de type w
sont autorisés : les w-semigroupes. Comme pour le cas des mots finis, un langage de mots de
longueur w est reconnaissable (par w-semigroupe fini) si et seulement si il est w-rationnel.
Il y a un avantage important a utiliser les w-semigroupes plutét que les automates pour
les langages de mots de longueur w : on peut associer de facon canonique un w-semigroupe
fini (I'w-semigroupe syntaxique de L) & chaque langage reconnaissable de mots de longueur
w, ce qui permet d’étendre les résultats de classification de Schiitzenberger et d’Eilenberg.
Le théoreme de Schiitzenberger a été étendu par Perrin [Per84] et celui des variétés par
Wilke [Wil91].

Ce chapitre est divisé en cinq sections : les deux premieres donnent les principaux
résultats sur les mots finis et de longueur w, la troisiéme est constituée de définitions

dont nous nous servirons dans les suivantes. Dans la quatrieme nous introduisons une
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structure algébrique adaptée & ’étude des mots de longueur inférieure 3 w™*!, les w"-
semigroupes. Nous prouvons que quand ces structures sont finies, elles sont de signature
finie et elles reconnaissent exactement les ensembles C-reconnaissables. Nous définissons
également la congruence syntaxique associée a chaque langage reconnaissable. Ces résultats
sont étendus aux langages de mots de longueur dénombrable dans la cinquieme section. En
suivant le méme plan que dans la précédente, nous commencons par y définir une structure
algébrique pour les langages de mots de longueur dénombrable, les w;-semigroupes. Nous
prouvons ensuite ’équivalence des w;-semigroupes finis et des D-automates, en donnant
des algorithmes pour passer d’un modele a ’autre. De cette preuve d’équivalence entre les
w1-semigroupes finis et D-automates on tire en particulier un algorithme de déterminisation
des D-automates, retrouvant ainsi un résultat essentiel de Biichi. La classe des ensembles
D-reconnaissable est donc fermée par complémentation. Nous donnons aussi la congruence
syntaxique associée a chaque langage reconnaissable, et montrons I’effectivité du calcul de
I’w;-semigroupe syntaxique d’un langage reconnaissable. Ici s’arrétent les similitudes entre
cette section et la précédente. Les wi-semigroupes étant une structure algébrique plus
simple que les w™-semigroupes, nous définissons dessus deux opérations traditionnelles sur
les semigroupes : le produit de Schiitzenberger et le produit en couronne. Finalement,
nous étendons le théoreme d’Eilenberg de correspondance entre variétés de langages et
pseudo-variétés de semigroupes aux langages de mots de longueur dénombrable.

3.1 Mots finis

Un semigroupe est un ensemble muni d’une opération binaire interne associative,
qu’on appelle habituellement produit. Par exemple, ’ensemble A™ des mots sur un alpha-
bet A muni du produit de concaténation des mots est un semigroupe, qu’on appelle le
semigroupe libre sur A.

La notion de semigroupe est sous-jacente a celle d’automate : en effet, soient A un
alphabet et A un automate qui reconnait une partie de A*. L’automate partitionne A™
en classes d’équivalence de la facon suivante : deux mots u et v sont équivalents si et
seulement si, pour tout couple d’états (g, p) de Pautomate, u est ’étiquette d’un chemin de
q vers p si et seulement si v I'est aussi. Si on appelle S I’ensemble des classes d’équivalence
sur les mots ainsi définies et ¢ : AT — S Dapplication qui & un mot associe sa classe
d’équivalence, on peut naturellement munir S d’un produit en posant ¢(u)p(v) = p(uv).
On vérifie facilement que ce produit est associatif, donc S est un semigroupe, qui, de plus,
est fini.

Les notions de reconnaissances par automate et par semigroupe fini sont équivalentes
pour les langages dont le mot vide est exclu :

Théoréme 3.1.1 Soit A un alphabet fini. Une partie de AT est rationnelle si et seulement
st elle est reconnue par un semigroupe fini.

De méme qu’a tout langage *-reconnaissable on peut associer un automate minimal,
on peut aussi lui associer un semigroupe fini canonique :
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Théoréme 3.1.2 Soient A un alphabet, L une partie de A* et ~j, la congruence sur A
définie par u ~p v si et seulement si xuy € L <= xvy € L pour tout mots x,y € A*.
Alors L est reconnaissable si et seulement si ~p est d’index fini. De plus, un semigroupe
S reconnait L si et seulement si AT/ ~, divise S.

Le semigroupe A"/ ~ est appelé le semigroupe syntaxique de L.

L’utilisation de semigroupes finis rend 1’étude des langages reconnaissables plus aisée :
en effet, ce sont des objets plus simples a manipuler, sans la notion de séquentialité présente
dans les automates.

On peut ainsi caractériser les langages reconnaissables par les propriétés algébriques
de leur semigroupe syntaxique. Le premier résultat important dans cette voie est dii a
Schiitzenberger :

Définition 3.1.3 Soit A un alphabet fini. L’ensemble des langages sans étoile sur A est
le plus petit ensemble qui contient {a} pour chaque lettre a € A fermé par les opérations
booléennes, ou la complémentation est prise par rapport a A*, et le produit de concaténation,
en nombre fini.

En d’autres termes, les langages sans étoile sont définis par des expressions rationnelles
dans lesquelles A est exclu et 'opérateur * remplacé par la complémentation par rapport a
A™. La classe des langages sans étoile est donc une sous-classe stricte des langages rationnels
qui ne contiennent pas le mot vide.

Exemple 3.1.4 Le langage (ab)™ de {a,b} est sans étoile, puisque
(ab)* = (ab NOb) — (Daald U BbbO)

Un semigroupe S est apériodique s’il existe un entier £ tel que pour tout s € S
Iégalité s* = sF+1 soit vérifiée.

Théoréme 3.1.5 (Schiitzenberger, 1965 [Sch65]) Soit A un alphabet fini. Une par-
tie de AT reconnaissable est sans étoile si et seulement si son semigroupe syntazique est
apériodique.

Exemple 3.1.6 Le langage L = (b*aab*)™ sur A = {a,b} composé des mots de AT qui
ont un nombre pair d’occurrences consécutives de la lettre “a” n’est pas sans étoile. En
effet, si on note [u] la classe d’équivalence d’un mot u de A* pour la congruence ~p, du
théoreme 8.1.2, alors a #p a2, [a]* = [a?] et [a|*T' = [a]. Donc AT/ ~p n'est pas

apériodique, puisqu’il n’existe pas d’entier k tel que [a]* = [a]**!.

C’est Eilenberg qui développa la théorie de la classification des langages reconnaissables
par les propriétés algébriques de leur semigroupe syntaxique :

Définition 3.1.7 Soient S un semigroupe et P une partie de S. Les résiduels de P sont
définis de la fagcon sutvante : st s € S,
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-s'P={teS:ste P}
- Pst={teS:tse P}.

Soit A un alphabet et V' une pseudo-variété de semigroupes. On note par A*) I'en-
sembles des langages reconnaissables sur A dont le semigroupe syntaxique est dans V.

Définition 3.1.8 Une classe de langages reconnaissables est une application C qui a
chaque alphabet A associe un ensemble ATC de langages reconnaissables sur A.

Définition 3.1.9 Une variété V de langages est une classe de langages reconnaissables
telle que
— pour tout alphabet A, A*YV est fermée par les opérations booléennes,
— si@: AT — BT est un morphisme de semigroupes libres, L € BTV entraine p~1(L) €
ATV,
~siLe AtV etsia € A, alorsa 'L,La™t € ATV.

Théoréme 3.1.10 (Eilenberg, 1976 [Eil76]) L’application qui d chaque pseudo-variété
V de semigroupes associe une classe V de langages reconnaissables est une bijection entre
l’ensemble des pseudo-variétés de semigroupes et [’ensemble des variétés de langages.

Par exemple, la classe des semigroupes finis et apériodiques forme une pseudo-variété de
semigroupes, et les langages reconnaissables dont le semigroupe syntaxique est dans cette
variété sont exactement les langages sans étoile, qui forment une variété de langage. Pour
plus de détails sur les variétés nous renvoyons a [Eil76] et [Pin84]. On peut traiter le cas du
mot vide en remplagant partout dans cette section AT par A*. Les semigroupes contiennent
alors un élément neutre et deviennent des monoides, et les langages sans étoile peuvent
contenir le mot vide.

3.2 Mots de longueur w

Les semigroupes ne sont pas un outil adapté a I’étude des langages reconnaissables de
mots de longueur w : en effet, ces derniers étant le produit d’éléments de suites de type w de
mots finis, il faudrait que les semigroupes soient équipés d’un tel produit. Pécuchet [Péc86a,
Péc86b| a fait une premiere tentative dans ’étude des langages reconnaissables de mots
de longueur w par semigroupes, mais l'introduction de structures algébriques adaptées, les
w-semigroupes et les algebres de Wilke, est due a Perrin, Pin et Wilke [PP97, Wil91].

Définition 3.2.1 Un w-semigroupe est une algébre (S.,S,) composée d’un semigroupe
Sy et d’un ensemble S, munie
— d’une application Sy x S, — S, appelée produit mixte, qui ¢ un couple (s,t)
associe un élément de S, noté st,
— d’une application m : S — S, appelée w-produit,
de telle facon que
— pour tout s,t € Sy et u € S, on ait s(tu) = (st)u,
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— pour toute suite strictement croissante d’entiers de type w (k;)i<w €t pour toute suite
(8:)i<w de type w d’éléments de Sy, on ait

(8081 « + - Sko—1; SkoSko+1 - - - Sky—1s- -+ ) = T(S0, S1,.--)

— pour toute suite (8;)i<, de type w d’éléments de S, on ail

Som (81, S2y- .. ) = T(So, S1, 52, .- )

Intuitivement, la structure d’w-semigroupe permet les produits d’éléments de suites
d’éléments de S, de type w, et cela de fagon associative, en interdisant toutefois de multi-
plier a droite un élément de S, par un élément de I'w-semigroupe.

Exemple 3.2.2 Soit A un alphabet. Alors S = (A*, A¥) est naturellement muni d’une
structure d’w-semigroupe par le produit de deux mots finis, le produit d’une suite de type
w de mots finis et le produit d’un mot fini a gauche d’un mot de longueur w. On appelle S
l'w-semigroupe libre sur A.

Les w-semigroupes ont cependant un inconvénient majeur : ce ne sont pas des objets fi-
nis, puisque la description de 'w-produit 7 est infinie, méme si I’w-semigroupe est fini. Wilke
a prouvé que quand Sy est fini, alors 'w-produit 7(sg, s1,...) est entierement déterminé
par ceux de la forme 7 (s, s, s,...). En d’autres termes, il suffit de définir explicitement les
w-produits de la forme 7(s, s, s,...) pour les avoir tous définis. Les w-semigroupes dont les
composantes S, et S, sont finies deviennent ainsi des objets vraiment finis. Ceci justifie
I'introduction d’une nouvelle structure algébrique :

Définition 3.2.3 Une algeébre de Wilke est une algébre (Si,S,) composée d’un semi-
groupe S fini et d’un ensemble fini S,,, munie
— d’une application Sy x S, — S, appelée produit mixte, qui ¢ un couple (s,t)
associe un élément de S, noté st de telle facon que s(tu) = (st)u pour tout s,t € S
etu €S,
— d’une application de Sy dans S,, notée s — s, telle que, pour tout s,t € S,,
s(ts)¥ = (st)¥, et (s")¥ = s* pour tout entier n > 0.

Les structures d’w-semigroupe fini et d’algebre de Wilke sont équivalentes, c’est-a-dire
que tout w-semigroupe fini peut étre considéré comme une algebre de Wilke et réciproquement :

Théoréeme 3.2.4 Soit (Sy,S,) un couple composé d’un semigroupe fini Sy et d’un en-
semble fini S,. Supposons que (S, S,,) soit muni d’une structure d’algébre de Wilke. Alors
(S4,S,) peut étre muni d’une fagon unique d’une structure d’'w-semigroupe telle que, pour
tout s € Sy, m(s,8,8,...) = s, et le produit mizte soit conservé. Réciproquement, si
(S4,S,) est muni d’une structure d'w-semigroupe, alors il peut étre muni d’une fagon
unique d’une structure d’algébre de Wilke telle que, pour tout s € Sy, m(s,8,8,...) = s,
et le produit mixte soit conservé.
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Ceci nous permet de confondre algebres de Wilke et w-semigroupes finis par la suite.

Soit A un alphabet fini. Les automates sur les mots de longueur w et les algebres de
Wilke sont équivalents pour la reconnaissance de parties de A :

Théoreme 3.2.5 Soit A un alphabet fini. Une partie de A“ est w-rationnelle si et seule-
ment si elle est reconnue par un w-semigroupe fini.

Contrairement a ce qui se passe en théorie des automates sur les mots de longueur
w, ou il n’y a pas d’automate minimal associé a un langage reconnaissable, a chaque
langage w-reconnaissable L de mots de longueur w sur un alphabet A on peut associer un
w-semigroupe canonique :

Théoreme 3.2.6 Soient A un alphabet, L. une partie reconnaissable de A“ et ~p la
congruence sur (AT, A¥) définie sur AT par u ~p v si et seulement si, pour tout mots
r,y€ A* et z € AT,

- zuyz” € L <= zvyz* € L - z(uy)? € L <= z(vy)¥ €L
et sur AY par u ~r v si et seulement si, pour tout mot x € A*,
Tu €L < a2v€EL

Alors ~p, est d’index fini. De plus, un w-semigroupe S reconnait une partie reconnaissable
L de A¥ si et seulement si (A1, AY)/ ~ divise S.

Si L est une partie reconnaissable de A“ I'w-semigroupe (A*, A¥)/ ~p est appelé 'w-
semigroupe syntaxique de L. La définition de la congruence ~y associée a un langage
de mots de longueur w est due a Arnold [Arn85].

Ce résultat étend la correspondance de Schiitzenberger entre les langages sans étoile de
mots finis et les semigroupes finis apériodiques aux mots de longueur w :

Définition 3.2.7 Soit A un alphabet fini. L’ensemble des langages sans étoile sur A est le
plus petit ensemble qui contient ) fermé par les opérations booléennes, ot la complémentation
est prise par rapport a A“, et par produit a gauche par les parties sans étoile de A*, en
nombre fini.

Exemple 3.2.8 Le langage (ab)® de {a, b} est sans étoile, puisque

_Au.) _A*

_Aw _A* _Au
(ab) =(ad )= (0 aad UOD bbO )
Un w-semigroupe (S, S,) est apériodique si son semigroupe S, est apériodique.

Théoréme 3.2.9 (Perrin, 1984 [Per84|) Un langage reconnaissable de mots de lon-
gqueur w est sans étoile si et seulement st son w-semigroupe syntaxique est apériodique.
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Exemple 3.2.10 Le langage L = (b*aab*)¥ sur A = {a,b} n’est pas sans étoile. En ef-
fet, si on note [u] la classe d’équivalence d’un mot u de AT pour la congruence ~p du
théoréeme 3.2.6, alors a 1, a?, [a]** = [a®] et [a]***™! = [a]. Donc (AT, A¥)/ ~p n'est pas
apériodique, puisqu’il n’existe pas d’entier k tel que [a]* = [a]*!.

Pécuchet [Péc86a, Péc86b| a fait un premier pas dans l'extension de la théorie des
variétés d’Eilenberg aux langages reconnaissables de mots de longueur w, mais les résultats
que nous présentons ici sont dus & Wilke [Wil91, Wil93]. Soulignons que par définition, un
morphisme dw-semigroupe permet de reconnaitre a la fois des ensembles de mots finis et
de longueur w. L’extension de Wilke du théoreme d’Eilenberg porte sur les parties recon-
naissables (par morphisme d’w-semigroupes) de A* U A“ (on ne peut étendre le théoreme
d’Eilenberg aux mots de longueur w sans considérer aussi les mots finis).

Définition 3.2.11 Soient S = (S, S,) un w-semigroupe et P une partie de S. On définit
les résiduels de P de maniéere similaire au cas des mots finis : st s € S,
-s'P={teS:ste P}
- Psv={teS,:(ts)¥ € P}
et si s €S,
Ps'={teS, :tse P}

Soit A un alphabet et V' une pseudo-variété d’w-semigroupes. On note par A*V l’en-
sembles des parties de A = At U A“ reconnaissables dont 'w-semigroupe syntaxique est
dans V.

Définition 3.2.12 Une classe de langages reconnaissables est une application C qui
a chaque alphabet A associe un ensemble A®C de parties de A reconnaissables.

Définition 3.2.13 Une variété V de langages est une classe de langages reconnaissables
telle que
— pour tout alphabet A, A®Y est fermée par les opérations booléennes,
- st @ : A® — B est un morphisme dw-semigroupes libres, L € B>Y entraine
¢ L) € AV,
~si L€ A®V et siu € A*, alors u 'L, Lu " € A®V et siu € A alors Lu~ ' € A®YV.

Théoréme 3.2.14 (Wilke, 1993 [Wil93]) L’application qui associe a chaque pseudo-
variété V. d'w-semigroupes une classe V de langages reconnaissables est une bijection entre
l’ensemble des pseudo-variétés d’w-semigroupes et ’ensemble des variétés de langages.

Par exemple, la classe des w-semigroupes finis et apériodiques forme une pseudo-variété
de w-semigroupes, et les langages dont le w-semigroupe syntaxique est dans cette variété
sont exactement les langages sans étoile, qui forment une variété de langage. Pour plus de
détails sur les variétés nous renvoyons a [Wil93] et [PP97].
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3.3 Définitions avancées

Dans cette section nous donnons des définitions techniques et des résultats classiques
(ou des adaptations de résultats classiques) qui serviront par la suite.

On commence par rappeler quelques définitions de base : Un monoide est un semi-
groupe équipé d’un élément neutre pour le produit, généralement noté 1. Si S est un
semigroupe, on note S'! le monoide SU{1} si S n’est pas un monoide, S sinon. Un sous en-
semble I d'un semigroupe S est un idéal de S si S'IS! = I. Un élément e d’un semigroupe
est dit idempotent si e? = e.

Proposition 3.3.1 Tout élément d’un semigroupe fini a une puissance idempotente.

Preuve Soient S un semigroupe fini, s € S, et T = {s,5% 5% ...} le sous-semigroupe de
S engendré par S. Comme S est fini, il existe deux entiers positifs 7 et p tels que s' = s**P
pour tout entier k. Si 7 et p sont minimaux, alors 7 est appelé I'indice de s et p sa période.
La structure multiplicative de S est donnée par le schéma suivant :

sttt sit2
s s £ st st
.~ o & @
gitr—1
Le sous-semigroupe {s, s*™!, ... s"*?P~1} de T est alors un groupe isomorphe & Z/pZ et
contient donc un idempotent, qui de plus est unique. \Y%

Si S est un semigroupe fini, le plus petit entier 7 tel que s soit un idempotent pour
tout s € S est appelé I’exposant de S.

Soient S un semigroupe fini et s1, so deux éléments de S. Les quatre préordres (relations
réflexives et transitives) suivants, permettent ’étude de la structure multiplicative de S :

$51 <7 8 < Sls St C Sts,St
$1<p S9 <= 5.5 C 5,8t

s$1<g Sy <= Sls; CSlsy

S$1 <y S2 <= sS1<ps2et s < s

En d’autres termes, s; < s, si et seulement si il existe ¢,t, € S' tel que s; = t;5ots,
51 < S92 si et seulement si il existe t € St tel que 51 = sot, et 51 < 59 si et seulement si
il existe t € S! tel que s; = tso.
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On tire de ces quatre préordres les quatre relations d’équivalence suivantes, appelées
relations de Green :

51 s <= s1<gs2et sy <78
S1 Rsy <— s <R 89 et 59 < 81
S L sy <= 51 <, 89et sy <, s

S1 H S9 <~ 81 SH S92 et S92 S’H S1

En particulier, s; H s, si et seulement si s;1 R s9 et s1 L Ss.
Les relations R et £ commutent. Nous définissons une cinquieme relation de Green
D par D=RL=LR, c’est-a-dire que s; D sy si et seulement si il existe ¢ € S tel que

s1 Rt L sy, ou bien encore de fagon équivalente s; D s, si et seulement si il existe t € S
tel que s1 Lt R so.

Proposition 3.3.2 Dans un semigroupe fini, D=7 .

SiK € {D,R, L, H}, alors une classe d’équivalence pour K est appelée une K-classe. La
K-classe d’un élément s de S est notée K(s). Un semigroupe est K-trivial si et seulement
si $1/KCsy implique s; = s9.

Voici une caractérisation des semigroupes finis apériodiques :

Théoreme 3.3.3 Un semigroupe fini est apériodique si et seulement si il est H-trivial.

Les trois résultats suivants sont des classiques de la théorie des semigroupes :

Proposition 3.3.4 Une H-classe de S qui contient un idempotent e est un groupe d’élément
neutre e.

Proposition 3.3.5 Soit S un semigroupe, et e, e’ deuz idempotents de S. Alors e D €' si
et seulement si il existe x,y € S tels que e = xy et € = yzx.

Proposition 3.3.6 Soit S un semigroupe, et s,s' deuxr éléments de S tels que s D §'.
Alors ss' € R(s) N L(s") si et seulement si R(s") N L(s) contient un idempotent.

Une D-classe est traditionnellement représentée par une “boite a ceufs”, dans laquelle
chaque colonne est une L-classe, chaque ligne une R-classe et chaque intersection de ligne
et de colonne une H-classe :

<— R-classe

-— R-classe

L-classe L-classe
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On indique la présence d’un idempotent dans une #-classe par une étoile.
Nous renvoyons au chapitre 3 de [Pin84] pour plus de détails sur les relations de Green,
et sur la représentation des semigroupes finis par leur structure en D-classes.

Un couple (s,e) d’éléments d’un semigroupe est 1ié si se = s et e est un idempotent.

La théorie des semigroupes qui reconnaissent des ensembles de mots de longueur infinie
est basée sur le théoreme suivant, qui est une application d’un théoreme plus général di a
Ramsey :

Théoréme 3.3.7 (Ramsey) Soient A un alphabet, S un semigroupe fini, ¢ : Al — §
un morphisme de semigroupe qui a chaque mot non vide de longueur dénombrable sur
A associe un élément de S et u un mot sur A dont la longueur est un ordinal limite
dénombrable. Alors il existe une suite (u;);<, de mots sur A et un couple lié (s, e) d’éléments
de S tels que u =[], ui, p(uo) = s et p(u;) = e pour tout entier i positif.

Preuve Posons ¢ = |u|. D’abord, nous construisons une suite (v;);<, de mots telle que
u = [, vi» ¢(vo) = r et ¢(v;) = t pour tout entier ¢ positif, pour deux éléments r
et t de S. Pour cela, on fabrique une suite de triplets (s;, o;,U;) € S x & x [£] de type
w. Nous expliquons d’abord la construction de (s;11,;41,Uir1) a partir de (s;, a5, Up),
et nous verrons ensuite le cas de base. Supposons (s;, a;, U;) connu. On prend oy =
min(U; — {a;}). Comme S est fini, il existe s € S tel qu’il existe une infinité d’éléments
B > ;i1 de U; tels que p(u[ayi1, B]) = s. On prend alors s;11 = s et U;;; 1'ensemble de
tels 3, auquel on ajoute a;i1. Le triplet (sg, g, Up) est choisi de la méme maniére, mais
sans employer ’hypotheése de récurrence : les éléments de U, sont pris dans & de facon a
former une suite de type w cofinale a £ et on pose ag = 0. La situation est résumée par le
schéma suivant :

Soy : :
(%)) 51}
(0] S9

(67) S3

a3

Puisque S est fini, il existe une suite d’entiers (4;);<, telle que s;; = s;, quel que soient
les entiers j et k. Posons t = sy, vj41 = ulay;, ay;,, [ pour tout entier j, vy = u[0, ay[ et
r = ¢(vy). Par construction de la suite, ¢(vi11) = ¢ pour tout entier i, et u = [[,_ v
Maintenant, par utilisation de la proposition 3.3.1, ¢ a une puissance idempotente e = t*.
Pour obtenir le découpage de u souhaité dans I’énoncé du théoreme, il suffit de poser
Uy = VoV1 ...V €t Uy = Hj(:”,j(’fllm v; pour tout entier i. Vv

Notons qu’il n’est pas nécessaire que ’alphabet soit fini dans I’énoncé du précédent
théoreme. Il en découle en particulier que

Corollaire 3.3.8 Soient A un alphabet, S un semigroupe fini, ¢ : A\l — S un mor-
phisme de semigroupe, u un mot sur A dont la longueur est un ordinal limite dénombrable,
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u;. Alors il existe une suite stricte-
J1—1
1=jo

et (ui)icw une suite de mots sur A telle que u = [],_,
ment croissante d’entiers (ji)x<w €t un couple lié (s, e) de S tels que jo = 0, ([ [1L. w;) = s

et o(JT% " ws) = e pour tout entier k positif.

i=Jk
Preuve Soient B I’alphabet dont les lettres sont les mots de Al«1l et ¢ : Bt — Allwil
le morphisme de semigroupe défini par ¥ (u) = u. Le résultat vient alors directement de
Papplication du théoréme précédent au morphisme i) : Bt — S et au mot uguqusy ... (de
longueur w) sur B, puisque @9 (u) = ¢(u). \Y

Le couple lié (s, e) associé a un mot de longueur limite dénombrable par le théoreme 3.3.7
n’est pas unique. Les couples solution sont reliés entre eux par une relation d’équivalence,
la relation de conjugaison :

Définition 3.3.9 Soient S un semigroupe fini, (s,e) et (s',€') deux couples liés de S. On
dit que (s,e) et (s',€') sont conjugués s’il existe v,y € S' tels que e = zy, ¢ = yx et
s' = sx.

Comme s'y = sy = se = s la définition précédente est symétrique.

Proposition 3.3.10 La relation de conjugaison est une relation d’équivalence.

On peut donner une définition équivalente, mais plus technique, de la relation de conju-
gaison :

Proposition 3.3.11 Deux couples liés (s,e) et (s',€') sont conjugués si et seulement si il
eriste x € S' tel que s' = sx, xe' ReeteDe'.

Pour une preuve nous renvoyons a [PP97].

Théoreéme 3.3.12 Soient A un alphabet, S un semigroupe fini, ¢ : A1l — S un mor-
phisme de semigroupes surjectif, (s,e) et (s',€e') deuzr couples liés de S. Les couples (s,e)
et (s',€') sont conjugués si et seulement si o *(s)p (e)* N (s ) () # 0.

3.4 Mots de longueur inférieure a w”

Un w-semigroupe (S4, S,,) ne permet pas de reconnaitre des mots de longueur supérieure
a w, car le produit a droite d’un élément de S, n’est pas défini. On remédie a ceci en
munissant le couple (S, S,,) d'un produit qui fait de Sy U S, un semigroupe. La structure
algébrique ainsi obtenue permet de reconnaitre des mots de longueur inférieure & w?. Si
on y ajoute un ensemble S, 2, une application (S, U S,) X S,2 — S,z et une application
7' S¥ — S,z respectivement similaires au produit mixte et a ’application 7 : SY — Sy
qui équipent 'w-semigroupe (Sy,S,), alors la structure obtenue permet de reconnaitre
des mots de longueur w3. Dans cette section nous développons cette idée pour obtenir
des structures algébriques, les w™-semigroupes, qui reconnaissent des mots de longueur
inférieure & w™*! pour un entier n fixé. Notons une nuance dans la nomenclature : les
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w-semigroupes permettent de reconnaitre des ensembles de mots de longueur au plus w,
alors que les w™-semigroupes permettent de reconnaitre des ensembles de mots de longueur
inférieure 3 w™T!.

3.4.1 Définitions algébriques

Soit n un entier. La structure algébrique adaptée a ’étude des langages reconnaissables
de mots de longueur inférieure & w™*' que nous proposons maintenant est un semigroupe
dans lequel certains produits d’c éléments, ol « est un ordinal inférieur & w™*!, sont
autorisés. L’associativité des produits finis d’éléments d’un semigroupe est étendue a ces
produits : la valeur d’un produit d’« éléments ne dépend pas de la facon dont il est calculé.
De plus, ces structures sont graduées, comme le sont les C'-automates, limitant ainsi la
longueur des mots qu’elles reconnaissent : elles sont partitionnées en n+1 sous-semigroupes
So, - .-, de telle facon que si s € S; et t € S;, alors st € Syax(ij)- De plus, le produit
d’w éléments de S; est un élément de S;; si ¢ est inférieur a n, n’est pas défini sinon.
L’intuition est quun mot dont la longueur est comprise dans lintervalle [w’, w®"![ est
envoyé par morphisme dans S;.

Dans la définition suivante nous notons les suites en en énumérant les éléments séparés
par une virgule pour plus de clarté. Cette notation sera encore utilisée par la suite.

Définition 3.4.1 Soit n un entier naturel. Un w"-semigroupe S est un ensemble muni
d’une fonction v de domaine ’ensemble des suites d’éléments de S de type inférieur ¢ w™*
et de codomaine S, de telle facon que

1. en identifiant une suite composée d’un unique élément s a s lui-méme, P (s) = s pour
tout s € S,

2. st a est un ordinal inférieur & W, (S5)p<a une suite d’éléments de S, alors pour
toute suite strictement croissante d’ordinauz (7Vs)s<s, telle que yo =0 et avec §; < a,

w(SOasla - ) = ¢(¢(870,870+1, - '):w(svn Syi+1s - - .),7,0(872, Syat+1s -+ -), - )

3. S, qui est alors muni d’une structure de semigroupe, est partionné en n + 1 sous-
semagroupes So, S1, ..., S,

4. Ui<;S; est un semigroupe d’idéal S; quel que soit j inférieur ou égal a n,

5. 81 8= (Sk)k<w est une suite d’éléments de S;, alors 1¥(s) € Siy1 si i < n, et n’est pas
défint sinon.

Le type d’un élément s de S, noté ty(s), est l'unique m tel que s € Sy,.

Exemple 3.4.2 Si A est un alphabet, alors AM""'1 muni du produit de mots a une
structure d'w™-semigroupe : Ay est alors l’ensemble Al des mots finis non vides, Ay =
Al A = AW pour i < n. On appelle A" le w™-semigroupe libre sur A.

Comme pour le cas des w-semigroupes, la définition des w"-semigroupes n’est pas sa-
tisfaisante car la présence de 1 en font des objets de signature infinie. Nous allons, en



3.4 Mots de longueur inférieure a w" 61

plusieurs étapes, montrer que les w"-semigroupes dont I’ensemble de support est fini sont
équivalents a des structures algébriques qui elles sont de signature finie. Les arguments
que nous utiliserons seront similaires a ceux employés pour montrer 1’équivalence entre
w-semigroupes finis et algebres de Wilke.

Nous commengons par donner une autre définition pour les w™-semigroupes, dont nous
allons montrer qu’elle est équivalente a la précédente.

Définition 3.4.3 Soit n un entier naturel. Un w™semigroupe S est un semigroupe par-
titionné en n+ 1 sous-semigroupes Sy, . . ., Sy, tels que U;j<;S; soit un semigroupe d’idéal S;
quel que soit j inférieur ou égal a n, et équipé d’une famille de n w-produits m; : S¢ — Sit1
pour i inférieur a n tels que

— pour chaque suite strictement croissante d’entiers (kn)n>o et toute suite (Sp)n<w € SY

ﬁi(S()Sl e oo Sk1—15Sk1Ski+1 -+ Ska—15- -+ ) = ﬁi(S(), 81,89,... )
— pour chaque s € S; et chaque suite (Sp)p<w € SY
STi(S0s S1y- -+ ) = Ti($, S0y S15- -+ )

Lemme 3.4.4 Soit S un ensemble muni des opérations de la définition 3.4.3 qui en font
un wr-semigroupe. Alors S peut étre muni d’une facon et d’une seule d’une application 1)
comme dans la définition 3.4.1 qui en fait un w™-semigroupe, et telle que

1. pour toute suite finie (s;)i<; d’éléments de S
V((8i)icj) = S081-..8j-1

2. pour toute suite (S;)i<w de type w d’éléments de S;, avec i < n,
W((8i)icw) = Ti(S0, S1,-- - )

Réciproquement, si S est un ensemble muni d’une fonction b comme dans la définition 3.4.1
qui en fait un w™-semigroupe, alors S peut étre équipé d’une facon et d’une seule d’une
structure de w™-semigroupe telle que 1 et 2 soient vérifiées.

Preuve Supposons d’abord que S soit muni des opérations de la définition 3.4.3. Définissons
1 de telle maniére que 1 et 2 soient vérifiées. Soit maintenant s = (s;);<,, une suite de type w
d’éléments quelconques de S. Soient m = maz(ty(so), ty(s1),...) et (k;)i<a la suite des in-
dices des éléments de s telle que si, € S,, pour chaque i < . Si @ = w et m = n, alors ¥ (s)
n’est pas défini. Si @ = w et m < n, alors on pose Y(s) = T (S0 - - - Sky» Skot1 - -« Skys--- ). Si
a < w on pose Y(s) = Sg. ..k, V((Si)ka<icw) ce qui définit 1(s) par induction sur le plus
grand des types des éléments de s. Maintenant, si s = (s3)g<o €st une suite quelconque
d’éléments de S de type a tel que w < a < W™ on définit ¥ (s) en décomposant s en
suites plus petites en fonction de la forme normale de « : si a = Z?:o wh - a;; est la forme
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normale de « telle que a;; > 0 pour tout j inférieur ou égal a k, alors on pose

¢(8) = ¢(¢((sﬂ)ﬂ<wi0)a ¢((Sﬂ)wi0§ﬁ<wi0-2)’ R dj((sﬂ)wio-(aio71)§ﬂ<wi0-ai0)a

¢((sﬂ)wi0-(ai0)§ﬂ<wi0 -aio—l—w"l )7 R w((sﬂ)in-aio—i-wil-(ail —1)§ﬂ<wi0-ai0+wi1 “aiy )7

)

Les propriétés 3, 4 et 5 de la définition 3.4.1 sont clairement vérifiées. Reste a montrer 2.
Soient s = (sg)s<a une suite d’éléments de S, m = max(ty(so),ty(s1),...) et (75)o<s
une suite strictement croissante d’ordinaux telle que 79 = 0 et §; < . Si « est fini la
propriété 2 est vraie par définition de . Supposons que a@ = w, et montrons par induc-
tion sur m que 2 est vraie. Si m = 0, tous les éléments de s sont de type 0. Sin > 0
alors le résultat vient par définition de 1) et en utilisant les propriétés de 7y. Suppo-
sons maintenant m > 0, et soit (k;);<, la suite des indices des éléments de s de type
m. On distingue alors quatre cas. Supposons d’abord que §; = w et v = w. Si m =

n alors ni Y(Y(Sygs Svotts - -3 Sm—1), W(Sars Syrt1s -« Syam1)s V(Sozy Syptls « - -y Syg—1)5 - - - ) Di
(s, 81, - - - ) ne sont définis. Sinon, on a

¢(¢(5705 Syo+1s e+ 8’71—1)a 1/}(8’71’ Syi41y-- 1, 872—1)7 ¢(8727 Sqatly -+ 8'73—1)7 .- )
= T (Syig - Syiy—1s Sy -+ + Sig—1s - - - )

ou la suite (,) <., est imposée par la définition de . Ceci est égal, en utilisant les propriétés
de 7, a

:fm(SO...Sk0,8k0+1...8k1,...)

= w(SO,Sl,...)

Notons que I’hypothése de récurrence n’est pas utilisée dans ce cas la, que nous avons
groupé avec les autres pour plus de clarté. Supposons maintenant que §; = w, que v < w et
ky_1 € [V, Vi+1[- En utilisant I'hypothese de récurrence, la définition de v et les propriétés
de 7,, il vient

YWV (Sygy -+ 3891—1)s W(Syrs - oy Sya—1)s V(Syas - w3 Syg—1), - - )

= (Syp - Syi=1) - (Sys - - Sy —1) V(U (Smipar o> Sysya—t1) -+ - )
= Sy Sy Skhyy -+ Sy AW (Syisrs Syipr 4l -)

= Sy Sy Sk W (Sky_141s - o5 Sy =1 Syiprs Syipatls - - - )
= (S0, 51, 52, - - - )

Supposons maintenant que §; < w et v < w. On distingue alors deux sous-cas : k,—1 < 75,—1
ou non. Nous supposerons que c’est faux, 'autre sous-cas se résout de facon similaire. On
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a
YW (Sygs -+ S91=1), Y(Syps e -+ Spp=1)s -+ s (S 45+ )
= Syg - S 1—1W(Sys, 1o o Sty - -)
= Syg - Sk U (Sk_i41, 00 -)
= (S0, 51, S2, - - - )
Finalement, le dernier des quatre cas, 0; < w et v = w : si m = n alors ni ¥(sg, s1,...) ni
V(W (Sygs -+ S9=1)s Y(Syrs -+ -3 S9p=1)s -+ -5 (89545 - -+ )) ne sont définis. Sinon, on a
V(W (Syor- -5 Sy—1)s V(S -5 Sya1)s -+ s V(S5 ys -+ )
= Sy s%lfl,lw(s%lfl, o)
= Sg - Sy 1=1Tm (S5 s - -+ ki) s (Skitts - -5 Skigy ) - - )
= (Syo -+ - Sysyon—1s Sysy_vo - - -5 Sk ) T (Skit 15 - -5 Skigy ) - - -)
= Tom (S0 -+« Sygy_1—15 Sygy 15+ -+ ki) s (Skit 1+ w5 Skigy)s -+ )
= P((So -+ - Sysy_a—15 Sy 15 -5 Ski)s (St 1s -+« Skipr )y - -)
= (S0, 51,82, - - - )
On vérifie par induction sur « que la propriété 2 est encore vraie pour o > w. \Y

Nous reprenons maintenant I'idée de Wilke sur les w-semigroupes finis, qui consiste a
remplacer les applications d’arité infinie par des applications unaires. Voici ’adaptation
correspondante de la définition d’w™-semigroupe :

Définition 3.4.5 Soit n un entier naturel. Une w™-algeébre de Wilke S est un semi-
groupe fini partitionné en n + 1 sous-semigroupes So, ..., Sy tels que Uj<;S; soit un se-
migroupe d’idéal S; quel que soit j inférieur ou égal a m, et équipé d’une famille de n
applications w; : S; — S;11 pour 1 inférieur a n telles que, pour deux éléments quelconques
s ett deS;,

- s(ts)¥i = (st)“i

— (s™)¥i = s¥i pour tout entier n positif
Pour abréger nous omettrons les indices des applications w; : on note s pour s¥tv(s),

Le théoreme suivant montre 1’équivalence entre w™-semigroupes finis et w™-algebres de

Wilke :

Théoréme 3.4.6 Soient n un entier naturel, et S un semigroupe fini partitionné en n+1
sous-semigroupes Sy, . . ., Sy, tels que S; soit un idéal de U;<;S; quel que soit j inférieur ou
égal a n et muni des opérations de la définition 3.4.3 qui en font un w™-semigroupe. Alors S
peut étre muni d’une fagon et d’une seule d’applications w; comme dans la définition 3.4.5
qui en font une w™-algébre de Wilke, et telle que, pour tout s € S de type inférieur a n,

§¥) =Ty0(5,8,8,...) (3.1)
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Réciproguement, si S est un semigroupe fini partitionné en n+ 1 sous-semigroupes Sy, . . .,
Sy, tels que S; soit un idéal de U;<;S; quel que soit j inférieur ou égal a n et muni d’ap-
plications w; comme dans la définition 3.4.5 qui en font une w™-algébre de Wilke, alors S
peut étre équipé d’une fagon et d’'une seule d’une structure d’w™-semigroupe telle que 3.1
soit vérifiée.

La preuve est directement issue de la théorie des w-semigroupes :
Preuve Le sens des w”-semigroupes vers les w™-algébres de Wilke est trivial. Passons a
Pautre. Soit S un semigroupe fini comme dans 1’énoncé. Pour toute suite (s;);<, d’éléments
de S;, avec i < n, il existe d’apres le théoreme 3.3.7 un couple lié (s, e) d’éléments de S et
une suite strictement croissante (k,),<, d’entiers tels que

— 5081 ---Skg-1 =S

~ SkySkn+1--- Skyp1—1 = € pour tout entier n
on pose T;(sg, s1,.--) = se*. Comme le couple (s, e) du théoréme 3.3.7 n’est pas unique,
il faut vérifier que se¥ = s'e¢’” pour tout autre couple lié (s',¢') solution. D’apres le
théoreme 3.3.12, (s, €) et (s, €') sont conjugués. Il existe donc x,y € S* tels que e = zy, € =
yx et s' = sx. Comme s(ts)¥ = (st)* il vient se* = s(zy)¥ = sz(yx)¥ = s'¢’”. On prouve
maintenant que 'application 77; ainsi définie vérifie bien les propriétés de la définition 3.4.3.
Pour toute suite strictement croissante (r,),<, d’entiers on a bien sir 7;(sg, $1,...) =

Ti(50 - - Srgy Sro1 -+ Spyy---). Sit €S, on a tsgs1...5kp-1 = 1S €t Sk, Sk, 41+ Skpypq-1 = €
pour tout entier n, donc 7;(t, o, S1, - - - ) = tse¥ = t7;(So, $1, - - - ). Comme finalement pour
tout s € S on a (s, s,s,...) = (s7)¥ = s, il vient 7;(s, s,8,...) = s¥. \Y

Il en résulte que w™-semigroupes finis et w"-algebres de Wilke sont équivalents. Dans
la suite nous les confondrons souvent.

Les notions de morphisme d’w"-semigroupes et de reconnaissance par morphisme
viennent directement de l'algebre universelle, méme si les opérations qu’on s’autorise ne
sont pas d’arité finie.

On dit qu'un w"-semigroupe S est engendré par S, si pour tout s € S il existe une
suite (tg)s<q d’éléments de Sy telle que 9 (tg,t1,...) = s.

La preuve de la proposition suivante est triviale :

Proposition 3.4.7 Soient A un alphabet et n un entier. Soient également T un w"-
semigroupe et ¢ une application de A dans Ty. Alors ¢ peut étre étendue d’une facon
unique en un morphisme ¢+ ALY"TL 5 T dw-semigroupes tel que v(a) = ¢'(a) pour
tout a € A.

Corollaire 3.4.8 Soient A un alphabet et n un entier. Soient également ¢ : Al
et o' : U — T deuzx morphismes d'w™-semigroupes tels que ¢' soit surjectif. Alors il existe
un morphisme ¢" : A" 5 U tel que ¢ = ¢'¢".

Exemple 3.4.9 Soient A = {a,b} et Sy = {a,b,ab,ba,aba,0,1}, S; = {a*, ab”,ba”, 0,
a“a,ab’a,ba’a} et S = Sy U Sy lw'-semigroupe donné par la structure en D-classes
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aba

*

av a“a
*

ab¥ ab’a

0 ba¥ ba¥a

ou 0" est un zéro pour S, 0 un zéro pour Sy, 0x = 20 = 0" pour tout x € Sy, 1 est
I’élément neutre de S pour le produit seulement, a®> = 1, b* = ba*, bab = 0, a“b = a*,
a“ab = (ab)¥ = 0'. Soit également ¢ : ALl 5 S le morphisme dw'-semigroupes défini
par ¢(a) = a, p(b) = b et par utilisation de la proposition 3.4.7. Alors S reconnait L =
(aa + b)<" — X puisque L = ¢~ ({1,b, a®, ba”}).

Exemple 3.4.10 Soient A = {a,b} et Sy = {a,b,0,ab,ba}, S; = {0, (ab)¥, (ba)*, (ab)*a,
(ba)?a} et S = SoU Sy lwt-semigroupe donné par la structure en D-classes

a * ab
“ba | b
* (ab)” (ab)“a
* *
0 (ba)¥ (ba)¥a
* 0,

ot 0 est un zéro pour Sy, 0" est un zéro pour S, 0z = 0 = 0' pour tout x € Sy, a® = b*> =0,
aba = a, bab = b, (ab)“ab = (ab), (ba)’ab = (ba)¥(ab)* = (ba)* et (ab)“b = (ba)“b = 0'.
Soit également ¢ : ALl — S le morphisme d'w'-semigroupes défini par v(a) =a, p(b) =
b et par utilisation de la proposition 3.4.7. Alors S reconnait L = (ab)<¥" — X\ puisque
L = ¢~ ({ab, (ab)*}).

Voici une proposition tirée de la théorie des algebres universelles :

Proposition 3.4.11 Soit ¢ : S — T un morphisme d'w"-semigroupes, et ¢' : S — S/~
le morphisme d’w™-semigroupes naturel qui associe & chaque élément de S sa classe de
congruence dans S/~,. Il eriste un unique morphisme d’w™-semigroupes ¢" : S/~, — T
tel que ¢ = ¢"¢'. De plus, ¢" est un isomorphisme de S/~, dans ¢(S).
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3.4.2 Equivalence entre w"-algebres de Wilke et n-automates

Nous montrons maintenant que la classe des langages reconnaissables par w”-semigrou-
pes finis est exactement la classe des langages n-reconnaissables qui ne contiennent pas le
mot vide.

Théoréme 3.4.12 Soit A un alphabet fini. Une partie de A" est poreconnaissable si
et seulement si elle est reconnue par un w™-semigroupe fini.

Des n-automates vers les w™-algebres de Wilke

Pour construire un w”-semigroupe fini en partant d’'un n-automate on utilise la tech-
nique naturelle, qui consiste a coder une classe de mots qui ont la méme action sur tous
les états de ’automate par une matrice.

Pour passer d’un automate qui reconnait des mots finis a un semigroupe, on code une
classe de mots finis par une matrice carrée de booléens indicée verticalement et horizon-
talement par les états de I’automate, de telle maniere que 1’élément de la matrice associé
au couple (p, q) soit “vrai” si et seulement si chaque mot de la classe que code la matrice
est ’étiquette d’un chemin de p vers q. L’ensemble des matrices muni du produit habituel
forme alors un semigroupe, et ’application qui a chaque mot associe sa matrice est un
morphisme de semigroupes, qui reconnait le langage de I’automate de départ.

Dans le cas des mots de longueur inférieure & w™*!, nous devons graduer 1’ensemble
des matrices, et I’équiper d’applications w qui en font un w™-semigroupe. Les matrices que
nous allons utiliser sont indicées horizontalement et verticalement par tous les éléments de
[Q]f, ou @ est 'ensemble des états du n-automate de départ. Pour définir les applications
w, nous n’avons pas seulement besoin de savoir s’il existe un chemin d’un élément de [Q]f
vers un autre, mais également d’en connaitre le contenu, afin de pouvoir calculer les états
infiniment répétés dans un chemin. Nous mettons cette information dans la matrice : si m
est la matrice associée a un mot u, I’élément de m associé au couple (p, q) est la liste des
contenus des différents chemins étiquetés par u qui vont de p vers ¢. Comme un chemin
ne contient un élément de [Q]* que si son étiquette est un mot de longueur supérieure ou
égale & w’, les contenus sont utilisés pour graduer le semigroupe des matrices obtenu.

Soient donc A =< Q, A, E, I, F > un n-automate et M 1’ensemble des matrices de taille
11QI7| x |[Q2| & coefficient dans [Q]372 U {(} et dont les lignes et colonnes sont indicées
par les éléments de [Q]?. L’ensemble M est évidement fini. Si v est un mot de AM<""'[
¢ = (a)a</u| €st un chemin de p vers ¢ d’étiquette u dans A, et | = U<y qa alors c est
dénotée par

c:ip——=gq

i W+ @i, avec a,, > 0, inférieure
a w"™! nous allons associer une matrice p(u) de M de telle maniére que

A chaque mot non vide u sur A de longueur |u| = 3

N(U)p,q ={lCQy:3c:p —1;’ q}
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Naturellement, pour a € A,

w(a)pq = {{p,q}} si et seulement si (p,a,q) € £

Le type d’'un composant ¢ d’'une matrice de M qui n’est pas ’ensemble vide est le plus
petit entier m tel que ¢ € [Q]5". Observons que tous les composants d'une matrice qui ne
sont pas I’ensemble vide sont tous du méme type. Nous partitionnons M en n + 1 sous

ensembles My, ..., M, de telle facon que m € M; si et seulement si
i+2 . .
U t(q) < i,
e [ UL0) siia) <
{0} si t(q) > 1.

On a alors, p(u),, € M; si et seulement si w® < |u| < w't!. Le type de la matrice m, t(m),
est I’entier . Pour des raisons pratiques la matrice nulle, dont tout les éléments sont (), a
tous les types.

Nous allons maintenant équiper M d’une structure de semigroupe en le munissant
d’un produit associatif. Nous allons pour ceci définir un opérateur binaire LI, qui prend en
argument deux ensembles d’ensembles :

Définition 3.4.13 Soient S un ensemble, r et v’ deux entiers, ly, ...l et l},...1, respec-

tivement des ensembles d’éléments de [S]y et [S]} pour deuz entiers i et j. L’opérateur LI
est défini par :

g Dla=all® =0
{t, .., yu{ll,.. 0y ={Luly, ..., LU, ..., LU, ..., [, UL}

Proposition 3.4.14 L’opérateur LI est associatif et commutatif.

Preuve La commutativité est évidente. Soient a, b, ¢ trois ensembles d’ensembles. Si a L
(b ¢) = ( alors soit a, b ou c est 0, et (ab) LI c = (. Supposons maintenant qu’ils soient
tous les trois non vides et que a U (b ¢) = {l4,...,l,} pour un entier m. Alors pour tout
i€l...monal;=1gUloull €aetlleblc et =120l oull €betlf € c. Comme
U est associatif il vient [; € (a Ll b) Ll c. La preuve dans 'autre sens est similaire. \Y

Nous pouvons maintenant équiper M avec un produit de matrices ® : si a et b sont
deux matrices de M,

(a©b)py = U (apx U brg)

kelQlg

En supposant que [ € p(u),, si et seulement si p —?» g pour tout mot u de A"l

et p,q € [Q]f, et que u et v sont deux mots de AR gels que w(u) = a et p(v) = b,

alors la définition du produit de matrices indique que p #» q si et seulement si il existe

li,ly C [Q]f et k € [Q]f tels que p Z -k, k

lv~qetl=l1Ul2.
2
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Proposition 3.4.15 Sia € M; and b € M; alors a © b € Myau(; )

Preuve Soient k € [Q]F, apr = {zl,...,z,} € [Q52, bry = {lh,..., 1L} € [QI™
Immédiatement, [ Ul' € [Q)" ™! pour chaque | € apy et I! € b,y Donc a,y U by €
Qe )F2 o Ukel@pa (ap;c Ubrg) € [QI7* ™% car Punion est évidemment compatible
avec le type. Si app = 0 ou by, = 0 pour tout k € [Q] alors app U bpy = 0 et
Uke[Qz (apk U brg) = 0. Donc Ugeigre (apr U brg) € e [Qr*®)*2 U {p}. Maintenant, si
t(g) > max(i,j), on a t(q) > j donc k € [Qy bpy = 0 et (a ® b),, = @ pour tout
ke Q- \

Lemme 3.4.16 Soient m un entier, a,...,a,, et b des ensembles d’ensembles. Alors
(Ui<icmai) Ub = Ur<icm (a; L b)

Preuve Si b = ) alors les membres droit et gauche de I’égalité sont tout deux égaux
a lensemble vide. Si Ui<i<ma; = 0 alors a; = @ pour tout 2 € 1...m et les deux
membres de 1’égalité sont égaux a ’ensemble vide. Sinon, les deux membres de 1’égalité
sont nécessairement différents de 1’ensemble vide. Pour prouver que le membre de gauche
est inclus dans celui de droite, supposons que [ € (Ui<;<ma;) U b. Alors | = l; Ul pour
li € a, pour chaque 7 € 1...m et I, € b. Donc [y Uly € a, Ub et | € Uicicm(a; LID). La
preuve de l'inclusion dans l'autre sens est similaire. \Y

Nous sommes maintenant préts a prouver que le produit de matrices ® est associatif :

Proposition 3.4.17 Soient iy,19,13 trois entiers et a € M;,, b € M,,, c € M,;,. Alors
(@®b)© )y =(a® (bOC))py
Preuve
(@eb) 0= |J (U @ruber)ueay) = J ( ((ap U bwr k) U cryq))
ke[Qly KRl keQly K e[QIE
= U (app U (e Uceg)) = | (| (apw U (brk U crg)))
keQly K e[QIs K eQly ke[Qly
= U (@wu U Grelay) = @oboo),
k' €[Qly ke[Qly

\Y

Donc M équipé du produit de matrices ® est un semigroupe fini, et de plus M; est un
idéal pour U;<;M;. Nous noterons le produit de deux matrices m et m’ de M par mm’ plutot
que m ® m' afin d’alléger les notations. Il nous faut maintenant munir M des applications
CUZZMZ' _>Mz'—|—1 pouriEO...n—l.

Nous définissons d’abord une famille d’opérateurs de projection P; en posant, si [y, ...,
lm sont des ensembles, P;({l1,...,lm}) = {Pi(l1),...,Pi(lm)}, ot Pi(l) = [S]'N 1. P; va
nous permettre de ne garder dans un ensemble d’ensembles d’éléments de [Q]f que les
éléments de [Q]’.



3.4 Mots de longueur inférieure a w" 69

Définition 3.4.18 Soit s une matrice de M. Un s-chemin de p vers q est une suite (t;)i<w
d’états telle que ty = p, sy, 4., # 0 pour tout entier j et pour tout entier k supérieur a k',

7€ |_| Pilst; t541)

>k

tit1

Si s est une matrice de M;, on définit s de la fagon suivante : un sous-ensemble [ de
[Q]o U {q} appartient & s;% si et seulement si il existe un s-chemin (#;);<,, de p vers ¢, une
suite ([;);<, et un entier £’ tels que

-l= {q} U Uj<wlj7

— lj € 84;4,,, pour tout entier j,

— ¢ = U;>,P;(l;) pour tout entier k supérieur a k.

Afin de montrer que les opérateurs w; ainsi définis vérifient bien les propriétés de ceux de
la définition 3.4.5 nous avons besoin des propriétés triviales suivantes, que nous utiliserons

sans référer au lemme :

Lemme 3.4.19 Soient k un entier, et (a;)1<i<a une famille de composants de matrices de
M. Alors

— sil € ay alors Pi(l) € Prlay),

- "Pk(al L ag) = ’Pk(al) L Pk(az),

—stayr Cag et ay Cayg alors a; Uas C az L ay,

- st ay C ag alors Px(ar) C Pr(as).

Lemme 3.4.20 L’opérateur w; qui a chaque matrice de M; associe une matrice s de
M, vérifie les propriétés de l'opérateur w; de la définition 3.4.5.

Preuve Nous prouvons d’abord que (s")#, C s& pour tout entier n. Supposons que

I € (s")y, et posons I' = — {q}. Il existe un s"-chemin (¢;);<., de p vers ¢. Nous écrivons

lo——t ——t2 -~ L

sty -
lo Il

l;

ol la suite (;);<. est choisie de telle maniere que l; € s7 ;. , ¢ = Uk P;i(l;) et I = Ujxol;.
A partir de chaque /; on peut construire une suite de n + 1 états (72, )o<m<n de telle fagon
que pour tout j, 7y = t; et j, = t;,1, pour tout m <n, s N # 0 et lj € UocmenS,i i

Considérons la suite r3,79,...,70 r5,71,... de type w. Comme [; € UosmenSy, pi I' =
: : _— . ) A 3 B . .
UjZOlj € |—|j20 |—|O§m<n Srzn’an_H = |_|J208rj,,,-j+1. D’un autre cote, s1 l] € u0§m<n8ﬂm7‘zﬂ+l
/! !

alors Pz(l]) - Pi(u0§m<"87"¥nﬂ”zn+1) dOIlC q = Uj>kpi(lj) - Uj>kpi(u05m<n3r£n,rf;m+l) =
Ljsk Uo<men Pi(sri'n,rigﬂ) = uj>kpi(8r5n,rin+1)' Donc cette suite est un s-chemin de p vers ¢
et [ € sy,

Supposons maintenant que [ € s¥ et I' =1 — {g}. Il existe un s-chemin #yt; ... de
p vers g. Considérons la suite &g, 1, ton, ... de type w. Comme UocmeanSt,;\m tnjomer <

n ! ) — . o )
St bnginy? O A I € Ujs084;,t01 = Ujo Ho<men Stnjpmtnjomis & Li>08%, iy D’un autre

coté, en utilisant le méme genre d’argument, ¢ € UjisxPi(8t,,4,,) = Pi(UjsrSeti0) =
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Pi(Uj>k Uocmen Stujymitngimss) S Pilljskst, 4 n(J+1)) = uj>kPi(8?nj;tn(j+l)). Donc cette suite
est un s"-chemin de p vers g et [ € (s")y .

On montre maintenant que (s(ts)”),, = (st)s,. Supposons pour commencer que [ €
(st) .- Soit (u;)i<. le st-chemin de p vers g et I' = [ —{q}. 1l existe une suite (7, )m<w telle
que Sum,rm ?é 07 t'l‘m,um+1 7é 0’ Sum,rm I—l trm,um+1 g (St)um,um+1a q E Uj>kpi(SUj,Tj |—] t'l‘]',u]‘+1) et
I' € Uj>o(Suj;r; Utr;u;,,). Considérons la suite ro, u1, 71, U, T2, . .. de type w. Comme on a
q € Ujskr1Piltr; i U Sujpririer) € Ujsk1Pitsr, ry4,), cette suite est un ¢s-chemin de 7o
vers q et (Lj>0(tr; ujn U Sujairin)) U{{a}} € (t5)s ,- Maintenant, comme s,,,, 7# @ il vient
1€ Sy U (U130t myss U Smggnmpse)) U A4GH) € (5065) )

U) 5 UT s oot et vee cen e s uku"""‘l Ukl — 5 e ve v nn

Su% /; kg1

[N A 7 RN

Supposons finalement que [ € (s(ts)*),,,. D’aprés la définition du produit de matrices
ceci implique qu'il existe un état r tel que s,, # @ et [ € s,, U (ts)¢,. En utilisant le
méme type d’argument que dans la partie précédente de cette preuve on peut montrer
qu’il existe un état ' tel que tro D et 1 € sy Uty U (st)4 , cCest-a-dire qu'il existe un

r',q’
st-chemin 7', uy, ug, ... de 1’ vers q. Donc (st), . # Q), la suite p, 7', uq, ug, ... de type w est
un st-chemin de p vers g et [ € (st); . Ceci termine la preuve du lemme. \Y

Nous avons donc montré que

Proposition 3.4.21 L’ensemble U} M, muni du produit © et des applications w; : M; —
M;q pouri € 0...n—1 est une w™-algebre de Wilke.

On vérifie par induction transfinie sur |u| que

Proposition 3.4.22 Soit u un mot de A" Alors | € u(u),, si et seulement si il

. . u
existe un chemin c: p — ¢

Finalement,

Proposition 3.4.23 A partir d’un n-automate A =< Q, A, E,I,F > qui reconnait une
partie X de AL o, peut effectivement construire un w™-semigroupe fini qui reconnait
X.

Preuve L'w"-algébre de Wilke S = p(AM“"'[) peut effectivement étre construite & partir
de A. Soient P={se€ S:3i e I3f € Fs;; # 0} et S' I'w"-semigroupe construit a partir
de S en application du théoréme 3.4.6 et du lemme 3.4.4. Alors S’ reconnait X. \%
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Des w™-semigroupes finis vers les n-automates

Soit A un alphabet fini. Nous allons montrer que tout langage de AL reconnu par

un w"-semigroupe fini est n-reconnaissable en construisant une C-expression rationnelle
par induction sur n. L’argument utilisé dans la preuve est une extension naturelle des
grammaires sans contextes linéaires droites sur les mots finis. Nous donnerons implicitement
dans la section suivante un algorithme pour construire directement un automate a partir
d’un w"-semigroupe fini.

Nous avons besoin de la proposition suivante, qui est une conséquence du corollaire 3.3.8 :

Proposition 3.4.24 Soient A un alphabet, n un entier, S un w"-semigroupe fini, @ :
AL 5 S un morphisme de w™-semigroupes et u un mot sur A tel que |u| = Zg:m wh-a;,
avec m < n et a,, un entier positif. Alors
— 81 ju| = w™, il existe une suite (u;)i<, de mots sur A et un couple lié (s,e) de Sp_1
tels que u = [[;, ui, (o) = s, et (u,) = e pour tout entier r positif,
— st |u| > w™, il existe une suite (u;)i<., de mots sur A, un couple lié (s,e) de Sm_1 et
un élément t de Uj<,,S; tels que u =[], wi, p(uo) = s, p(u,) = e pour tout entier
r positif et p(u,) =t.

i<w

m—1 1

<4, w™ " - (i + 1)[ pour tout entier 7. Par application du
v; et & la suite (v;)i<w, il existe une suite strictement crois-
ji—1

; 1=jo
o( Zgg;*l v;) = e pour tout entier k positif. Comme I'image par ¢ d’un mot sur A de

Preuve Posons v; = ufw
corollaire 3.3.8 au mot ],

sante d’entiers (ji)k<w €t un couple lié (s,e) de S tels que jo = 0, ¢ v;) = s et

longueur Z?:r W' - a;, ol a, est un entier positif et r < n, est évidemment un élément de
Sy, le couple (s,e) est élément de S,, 1 X S;, 1. Posons u = 32;;‘1 v; pour tout entier
k. Si |u| > w™ on pose également u, = u[w™, |u|[ et t = @(uy,). La suite (u;)i<, (resp.
(ui)i<w) €t (s,e) (resp. (s,e,t)) vérifient bien les conditions de I’énoncé si |u| = w™ (resp.
lu| > w™). \Y4

Proposition 3.4.25 Soient A un alphabet fini, S un w"-semigroupe fini, ¢ : A" "' - §
un morphisme d'w"-semigroupes, © un entier inférieur ou égal a n et X une partie de S;.
Alors ¢~ 1(X) est C-rationnelle.

Afin de simplifier les notations dans la preuve nous notons S* I'w™-semigroupe S auquel
on ajoute un élément neutre 1 pour le produit, qui est plus fort que celui de S s’il en
possédait un. On a donc 1-s = s-1 = s pour tout s € S'. Si T est un w"-semigroupe
et ¢ : T — S un morphisme de w™semigroupes, alors le morphisme de w™-semigroupes
ol : T — S, qui est la composée de ¢ et du morphisme de w™-semigroupes identité
I:S — S!, reconnait une partie X de T si et seulement si ¢ la reconnait. Toujours par
soucis de simplification des notations nous noterons ¢ le morphisme de w"-semigroupes ¢I.
Bien entendu, on a ¢~ (1) = (. Si R est un ensemble de mots, alors on pose R-o~'(1) = R :
attention, il s’agit ici uniquement d’un jeu d’écriture, et non d’une modification du produit
d’ensemble de mots habituel, qui donne R - () = (). En d’autres termes, si o~'(t) = ), on
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a R-¢ (t) = R si et seulement si t = 1, R- ¢ !(t) = 0 sinon. Cette liberté d’écriture
nous permet de dire, en application de la proposition 3.4.24, que si A est un alphabet, n
un entier, S un w”-semigroupe fini, ¢ : AL“" "'l — § un morphisme de w"-semigroupes
et u un mot sur A tel que |u| = Z?:m W' - a;, avec m < n et a,, un entier positif, alors
u € ¢ H(s)p (e)¥¢ (t) pour un couple lié (s, e) de Sp,_1 et t € (Uj<mS;)*. Elle nous évite
d’avoir a traiter deux cas comme dans I’énoncé de la proposition 3.4.24.

Une grammaire sans contexte est un quintuplet (A4, V, T, P, S) ou V est un ensemble
fini de variables, 7" un ensemble fini de C-expressions rationnelles sur ’alphabet A, P est
un ensemble fini d’équations de la forme F = w, ou E est une variable et w un mot fini
sur V UT'. Finalement, S est une variable spéciale appelée symbole de départ.

Si G = (A,V,T,P,S) est une grammaire sans contexte, A = w une équation de P, w;
et wy deux mots de (V UT)* alors wy Aws ?wlwwz. On note % la fermeture réflexive et

transitive de :G> L’ensemble des mots sur A définis par la grammaire G est
E(G)z{w:S%e, eeT*, wee}

Une grammaire sans contexte est linéaire droite si toutes les équations sont de la forme
E =wF ou E=wou FE et F sont des variables et w un élément de 7.

Théoréme 3.4.26 Soit G = (A,V,T, P, S) une grammaire sans contexte linéaire droite.
A partir de G on peut effectivement construire une C-expression rationnelle e telle que

e=L(G).
Dans la preuve du théoréeme nous utilisons la définition suivante :

Définition 3.4.27 Soit A =< Q, A, E,I,F > un n-automate. Un sous-automate de A
est un n-automate B =< Q', A, E',I', F' > avec

7Q,gQ7 71,:-1an7
S E=En[Q xAxQ, - F =FN[Q.

Preuve du théoreme 3.4.26. Plutot qu'une C-expression rationnelle nous allons construire
un n-automate, pour un certain entier n. A partir de chaque élément e de T on peut
effectivement construire un n.-automate déterministe 4, tel que € = L(A.). Pour chaque
élément E de V on construit un ng-automate Ag de la fagon suivante. On part d’'un
automate dont ’alphabet est A, qui n’a qu'un état nommé FE, aucune transition, aucun
état final et aucun état initial. Pour chaque équation de G de la forme F = eF ou F = e,
avec e € T et ' € V, on ajoute a 'automate qu’on construit une copie de A.. Nous
appelons Ag—_.r (resp. Ag—.) le sous-automate de Ag constitué de cette copie. Pour chaque
transition partant de ’état initial de cette copie vers un état ¢ par la lettre a on ajoute une
transition de E vers ¢ par a. On dit alors que les état initiaux et finaux de Ag sont ceux
des copies des automates A, ajoutées. Supposons ceci fait pour tous les éléments de V, et
construisons un automate Ag constitué de I'union de tous ces automates, c’est-a-dire dont
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I’ensemble des états (resp. ensembles des états initiaux, finaux, ensemble des transitions) est
formé par I'union des ensembles d’états (resp. ensembles des états initiaux, finaux, ensemble
des transitions) des automates Ag pour tout F € V, en procédant & un renommage si
nécessaire, et I’alphabet est A. On relie maintenant les différents sous-automates de la facon
suivante : on ajoute une transition par la lettre a partant d’un état final d’'un sous-automate
Ag—.r vers I'état atteint par lecture de la lettre a en partant de I’état initial d’un sous-
automate Ap_o g (resp. Apr—er), qui éventuellement peut étre Ag_.p, si et seulement si il
existe une suite finie £y = e, Fy,..., E, = e, F, (resp. By = e, I, ..., E, = e,) d’équations
de G telle que By = E, e; =e, F1 = F, A € g; pour tout 1 < i < n, F; = E;;; pour tout
1<i<n-1E,=F e, =¢ et F, =F (resp. E, = E' et e, = ¢€'). De méme, on
ajoute une transition par la lettre a partant de S vers I’état atteint par lecture de la lettre
a en partant de I’état initial d’un sous-automate Apr_epr (resp. Am—e) si et seulement si il
existe une suite finie Fy = e Fy, ..., E, = e, F, (resp. Ey = e, F,..., E, = e,) d’équations
de G telle que £y =S, A € g pour tout 1 < ¢ <n, F; = E;1; pour tout 1 <7 <n—1,
E,=F'e,=¢ et F, =F' (resp. E, = E' et e, = ¢'). On marque 'utilisation d’une des
transitions ainsi ajoutées dans un chemin en utilisant des techniques d’historiques similaires
a celles employées dans la sous-sous-section 2.6.1 afin de ne les employer qu'un nombre fini
de fois dans un méme chemin. Par soucis d’uniformité nous marquons également toutes les
transitions sortantes de S, mais ceci n’a aucune importance puique comme il n’existe pas
de transition vers S on ne peut employer qu'une fois une seule de ces transitions dans un
chemin. L’état initial de I'automate ainsi construit est alors S, et les états finaux sont ceux
des automates Ap—, auquels on ajoute les états des sous-automates Az pour lesquels il
existe une transition sortante vers un sous-automate Ag . dont I’état initial est également
final. On a alors le lemme suivant :

Lemme 3.4.28 u € L(Ag) si et seulement si u € L(G).

Preuve D’abors le sens de la gauche vers la droite. Supposons que |u| = « et soit
¢ = (gs)s<a un chemin acceptant étiqueté par w. Supposons également que g, soit un
état du sous-automate Ap—_.r (le raisonnement est quasi-identique si le sous-automate est
Ag_. pour E = e une équation de G). Par construction de Ag il existe une suite d’or-
dinaux (B;)o<i<n strictement croissante et nécessairement finie telle que 5, = 0, 5, = «
et (¢p;,1» Up;i1s 4Bis,+1) SOIt une transition marquée de Ag pour tout 4 inférieur a n — 1.
Toujours par construction de Ag, pour chaque ¢ < n—1 il existe un sous-automate Ag,_,r,
tel que ¢, soit un état de Ag,—,,5, pour tout §; <y < 41 (si ¢ = n—1 le sous-automate en
question peut étre Ap__,—. _, pour une certaine equation F, ; = e, 1 de G, et seulement
dans ce cas 1a), et de plus u[f;, B;11]€ €. Donc u € €yé; ... €,_1. Encore par construction
de Ag, pour tout 7+ < n — 1 il existe une suite finie £, = e;  F},,..., E; . = e . F
d’équations de G telle que Ej, = E;, e/, = e;, F/;, = F;, A € a pour tout 1 < j <
my, F; = Ej ;. pour tout 1 < j < my, El,, = Ey, €, = ey et Fj, = Fi

2,1
(éventuellement E; =FE,_1¢ete = ep—1). De méme il existe une suite finie

—2,Mn—2 n—2,mp—2

El=¢€Fl, . ..,E =¢ F' déquations de G telle que £ = S, A € € pour tout 1 < j < m,
Fj; = Ej,, pour tout 1 < j < m, B, = Ey, €, = ¢ et F;, = Fy. Finalement, puisque

m
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o est un état du sous-automate Ag—.r, il existe une équation E' = €' de G et une suite
E! =€lF!', ..., E] = el F} d’équations de G telles que E = EY, e :_e’l’, F=F'" Aee
pour tout 1 < ¢ < k, Fj' = Ej/,, pour tout 1 <i <k, F/ = E' et A € €. Par conséquent

* ! ! ! ! ! ! 1 n_1
S €1 Cm1€0€02 -+ €0my—1€1€12 -+ - En_m, ,—16€2 - - - k€

et comme u € €y€1 ...6,-1 on a u € L(G). Réciproquement, si v € L(G) il existe e € T*

telle que S =, e et u € €. Il existe donc une suite By = e  Fy,..., B, = e, F,, Epi1 = €np
telle que F; = E; ;1 pour tout 1 <7< n, S = F; et e=ejey...e,6,,1.- On vérifie aisément
que u € L(A). \%
Ce qui termine la preuve du théoréeme. \Y

Nous retournons maintenant a la preuve de la proposition 3.4.25 :

Preuve La preuve est par induction sur 2. Si ¢ = 0, alors on se rapporte a la théorie
des mots finis : le théoréme 3.1.1 montre que ¢~ '(X) est rationnelle, donc C-rationnelle.
Supposons maintenant que ¢ soit positif. Nous allons montrer que

el (X)) = U @ ere (1)

(s,e,t)eYx

olt Yy est I'ensemble des triplets (s,e,t) € S; 1 x S;_1 x St tels que (s, e) est un couple
lié, set € X et ty(t) < i. Tout d’abord, si u est un mot du membre droit de 1’égalité,
alors p(u) = set € X et donc u est également un mot du membre gauche. Supposons
maintenant que u € ¢ '(X). En utilisant la proposition 3.4.24 il existe (s,e,t) € Yy
tel que p(u) = se’t. Il reste a prouver que le membre droit de 1’égalité est C-rationnel.
Comme les parties C-rationnelles sont fermées par union finie nous supposons que |Yx| =
1. Par hypothése de récurrence, ¢ !(s) et ¢ 1(e) sont toutes deux C-rationnelles, donc
o1 (s)p~!(e)¥ lest aussi. D’autre part, on a nécessairement ty(t) < 7. Si ty(t) < ¢ alors
I’hypothese de récurrence et la fermeture des parties C-rationnelles par produit fini montre
directement le résultat. Supposons que ty(t) = i. On a de nouveau ’égalité

et = |J ¢ 's)e e)e (t)

(S,E,tl)EYt

oll Y; est 'ensemble des triplets (s,e,t1) € S;_1 x S;_1 x S! tels que (s, ¢e) est un couple
lié, se¥t; =t et ty(t;) < i. Le méme raisonnement est applicable & tous les t; de Y;, et
ainsi de suite autant de fois que necessaire. Comme S; est fini, on trouve le systeme fini
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d’équations

X)) = U ¢ e (e e (1)

(s,e,t)eYx

el = U ¢ )¢ ey (t)

(s,e,t1)€Y:

et = U e e e e (1)

(S;e7tn)enn

ou chaque tj de Y;, est élément de {t,?,ts,...,%,}. A partir de cet ensemble d’équations
on constitue une grammaire sans contexte linéaire droite dont les variables sont ¢ (X))
et chaque ¢~(t;) avec ty(t;) = i, Palphabet A, ensemble des C-expressions rationnelles
est 1'union de l'ensemble des ¢~ '(s)p~t(e)” et de I'ensemble des p~(s)p~ () (¢;)
avec ty(t;) < i et le symbole de départ ¢ *(X). D’aprés le théoreme 3.4.26 ¢ '(X) est
C-rationnelle. \Y

Les propositions 3.4.23 et 3.4.25 donnent respectivement le premier et le second sens
de la preuve du résultat principal de cette section.

3.4.3 wWw'-semigroupe syntaxique

Soient A un alphabet et X une partie reconnaissable de AL+""'[. Nous montrons mainte-

nant que parmi tous les w”-semigroupes finis qui reconnaissent X il en existe un unique qui
divise tous les autres, et qui par conséquent est minimal en termes de nombre d’éléments.
On peut donc associer a chaque partie reconnaissable X de AL yn w™-semigroupe
de facon canonique. Cet w”-semigroupe s’appelle 'w™-semigroupe syntaxique de X. Ceci
étend les théorémes 3.1.2 et 3.2.6 aux ensembles de mots de longueur inférieure & w™*i.

Soient S une w™-algebre de Wilke et P une partie de S. Nous commencons par définir
une congruence d’algebre de Wilke associée a la partie P.

Lemme 3.4.29 Soient n un entier, S une w™-algébre de Wilke et P un sous ensemble
de S. La relation d’équivalence ~p définie par, pour tout entier i inférieur ou égal a n et
x,y € S;, x ~p y si, pour tout r,t € S,

ret € P <= ryte€ P (3.2)

et, pour tout entier m > 1 et Yo, y1,...,ym € S* tels que yo(... (((xy1)“y2)*y3)* ... )*Ym
soit défini

Yo(- - - (((zy)“12)“ys)” ... )Ym € P <= yo(--- (((y11)*v2)“y3)” ... )“ym € P (3.3)

est une congruence d'w"-algebre de Wilke.
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Preuve Montrons d’abord que x ~p y = rat ~p ryt pour tout r,¢ € S'. Supposons que
x ~p ¥y. Soient 7, t deux éléments de S'. D’apres 3.2 il vient que r'zt' € P <= r'yt' € P
pour tout ;¢ € S'. En particulier, (r'r)z(tt') € P <= (r'r)y(tt') € P quels que
soient 7', #' € S'. Comme le produit est associatif r'(rzt)t’ € P <= r'(ryt)t' € P pour
tout r',t' € S'. Donc 3.2 est prouvée. Passons & 3.3. On a, pour tout entier m > 1 et
Yo, Y1, - - -, Ym € ST tels que yo(. .- (((zy1)¥y2)?y3)” - .. )“ym soit défini

Yo((- - (((xy1)“y2)“y3)” - . ) Ym—1)“Ym € P
= Yo((--- (((yy)“y2)"y3)” - - )“Ym=1)"Ym € P

en substituant y; par y;r pour chaque ¢ inférieur a m, et y; par ty; dans ’équivalence ainsi
obtenue on trouve

Yor ((- - - (((@tyrr)“yar)“ysr) . . ) Ym-17)Ym € P
<> yor((. - . (((ytyrr)?yar)“ysr)” .. ) Ym-17)"Ym € P

c’est-a-dire

Yo (T( i (((ztylr)waT)w:lBT)w .. )wym—l)wym S P
> yo(r(... (((ytyir)“yor)“ysr)” ... ) Ym-1)"Ym € P

en appliquant le méme argument m — 2 fois

Yo((- .- (((raty1)“y2) ys)” - - . ) Ym-1)"Ym € P
<= Yo((--- (((ryty)“y2)“y3)” - ) Ym-1)“Ym € P

donc = ~p y = rat ~p ryt pour tout r,t € St

Il reste a prouver que si ¢ est inférieur a n alors x ~p y = 2% ~p y*. Supposons que
x ~p y. Alors, pour chaque yo,y1,92 € S' tels que yo(zy1)?ys soit défini, c’est-a-dire que
pour tout yo, y1,%2 € S tels que ty(y1) < n, on a yo(xy1)“y2 € P <= yo(yy1)“y2 € P.
Il suffit de prendre y; = 1 pour obtenir 3.2. La preuve de 3.3 utilise exactement le méme
argument. \Y%

Intuitivement, on obtient effectivement 1'w”-semigroupe syntaxique d’une partie X re-
connaissable d’'un w"-semigroupe par application de la congruence précédement définie sur
I’'w™-algebre de Wilke associée a un w™-semigroupe fini qui reconnait X.

Proposition 3.4.30 Soient n un entier, T un w™-semigroupe, et X une partie reconnais-
sable de T. Parmi toutes les congruences d’'w™-semigroupes ~x telles que T/ ~x recon-
naisse X, il en existe une unique moins fine que toutes les autres. Le nombre de classes
d’équivalences pour cette congruence, qui est minimal, est fini. Cette congruence dw"-
semigroupes, appelée congruence syntaxique de X, est définie par : pour tout entier 1
inférieur ou égal an et x,y € T;, x ~x y si, pour tout r,t € T,

ret € X < ryte X (3.4)
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et, pour tout entier m > 1 et Yo, y1,---,Ym € T* tels que yo(. .. (((zy1)“y2)°y3)” - - . )“Ym
soit défini,

Yo(- - (@) v2)ys)” .. ) ym € X <= wol--. (((yy1)“y2)“y3)” ... )“ym € X (3.5)

L’w™-semigroupe quotient 7'/ ~x est appelé I’w"-semigroupe syntaxique de X.
Preuve Nous devons d’abord montrer que ceci défini bien une congruence d’w™-semigrou-
pes. Soient S un w™-semigroupe fini et ¢ : 7' — S un morphisme d’w™-semigroupes surjectif
tels que ¢ reconnaisse X (on peut toujours supposer que ¢ est surjectif, quitte & changer
S pour ¢(T)). Soit également P = ¢(X). On montre le lemme suivant :

Lemme 3.4.31 Onau~x v < ¢(u) ~p ¢(v) pour tout u,v € T.

Preuve D’abord le sens de la gauche vers la droite. Pour tout r,t € S, il existe ', ¢’ € T*
tels que ¢(r') = r et (') =t (on suppose que ¢(1) = 1). Donc ro(u)t € P <= r'ut’ €
X < r'vt! € X <= rp()t € P. On prouve la seconde égalité en utilisant le
méme argument. Passons a la réciproque. Supposons que ¢(u) ~p ¢(v). Ceci implique que
ro(u)t € P <= ro(v)t € P pour tout r,t € S*. Pour tout r,t € T,

rut € X <= p(rut) € P <= ¢(r)p(u)p(t) € P
= o(r)p(v)et) e P <= rvte X

Donc la premiere équivalence est prouvée. La seconde se montre en utilisant le méme
argument. \v4

Retournons maintenant a la preuve de la proposition. Pour une preuve de u ~x v =
rut ~x rvt quels que soient 7, ¢ € T nous renvoyons a la premieére partie de la preuve du
lemme 3.4.29. Il reste a montrer que ~yx préserve les w-produits 7; de la définition 3.4.3.
Soient (4;)i<y €t (v)icw deux suites d’éléments de T, pour j inférieur a n et telles que
u; ~x v; pour tout entier ¢. Soient r,t € T* et ¢ : T? — S? le morphisme d’w™-semigroupes
défini par ¥((z,y)) = (p(z),¢(y)). D’apres le corollaire 3.3.8 il existe une suite stricte-
ment croissante d’entiers (jx)x<, et un couple lié ((s,s'), (e,€')) de S? tels que j, = 0,
w(HZIZ;Ol(uZ,v,)) = (s,5) et w(Hfg;_l(uZ,vz)) = (e, €') pour tout entier k£ positif. Comme
©(u;) ~p ¢(v;) pour tout entier 7,

Jj1—1 J1—1 Jji—1 Jj1i—1
s=o([Jw) =[] o) ~pr []ew@)=e(]]v) =+
=30 1=Jo 1=Jo 1=Jo

On montre en utilisant le méme argument que e ~p €¢'. On a alors

rugty ...t € X <= o(r)o(ugu;...)p(t) € P < ¢(r)se“p(t) € P

! 1w

< p(r)se p(t) € P <= o(r)p(vovy...)o(t) € P <= rvovy...t € X

Donc 3.4 est montrée. La preuve de 3.5 utilise exactement le méme argument. Pour finir il
faut montrer que toute autre congruence ~'y d’w"-semigroupe telle que 7'/ ~y reconnaisse
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X est plus fine que ~x. Supposons 'existence de ~/s, et soit ¢ : T — T/ ~x le morphisme
de w"-semigroupes naturel qui a chaque élément de 7" associe sa classe d’équivalence dans
T/ ~'s. Posons ¢'(X) = P'. Alors, ¢'(z) = ¢'(y) <= x ~'sx y. Supposons que z ~'x y et
soient u,v € T*. On peut écrire

urv € X <= ¢'(u)¢'(2)¢'(v) € P! <= ¢'(v)¢'(y)¢'(v) € P! <= uyv € X

ce qui prouve la premiere équivalence de x ~x y. La preuve de la seconde est similaire.
Donc z ~'y y = © ~x y, et ~'y est plus fine que ~x. En particulier, ~x a moins de classes
d’équivalence que ~'y si ~x et ~'y sont différentes. Le lemme 3.4.31 montre que le nombre
de classes d’équivalence de ~x est fini. La preuve de la proposition est donc terminée. V

Exemple 3.4.32 Soit {a,b} un alphabet. L'w'-semigroupe de lexemple 3.4.9 est lw?-
semigroupe syntazique de (aa + b)<“’2 - A

Exemple 3.4.33 Soit {a,b} un alphabet. L'w'-semigroupe de l’exemple 3.4.10 est 'w'-
semigroupe syntaxique de (ab)<“’2 -\

L’w"-semigroupe d’une partie reconnaissable X est le plus petit, au sens de la division,
qui reconnait X :

Théoreme 3.4.34 Soient A un alphabet, n un entier et X une partie reconnaissable de
A" g wm-semigroupe T reconnait X si et seulement si S(X) divise T. De plus, si
T divise un troisieme w™-semigroupe U, alors U reconnait X .

1,wntl

[ — T un morphisme qui reconnait X. Alors go(A[l’“n+1[
1,wn+1[/ ~
%)

Preuve Soit d’abord ¢ : Al
est un sous-w™t!-semigroupe de T qui reconnait X. Par la proposition 3.4.11 Al
est isomorphe & (A<} D’autre part, ~, est plus fine que ~x donc

S(X) = A" oy T

Supposons maintenant que S(X) < T. Il existe alors un sous-w™"!-semigroupe U de
T et un morphisme surjectif ¢ : U — S(X). Soit ¢ : A"l - §(X). D’apres le
corollaire 3.4.8 il existe un morphisme ¢” : AL#" 'l - U tel que ¢” = ¢'¢. En posant
P = ¢ "p(X) on a alors

P (P)=¢" (¢ Tp(X)) = pTe(X) = X

ce qui montre que X est reconnu par U et donc par 7. On montre de la méme facon la
seconde partie de 1’énoncé. \V4

3.5 Mots de longueur dénombrable

La théorie des w™-semigroupes repose sur le fait que tout ordinal inférieur a w* s’écrit
en forme normale de Cantor comme somme d’un nombre fini de termes (théoréme 1.4.23)

a=w o+ W g



3.5 Mots de longueur dénombrable 79

oll k et les n; sont des entiers naturels, et que w™! = w" - w, c’est-a-dire qu’un mot de
longueur w™*! se décompose en w facteurs de longueur w”, ce qui nous permet d’utiliser le
théoreme de Ramsey.

Le théoreme 1.4.14 nous indique que tout mot de longueur un ordinal limite dénombrable
admet une décomposition en w facteurs, ce qui va nous permettre d’utiliser a nouveau le
théoreme de Ramsey pour calculer I'image de mots dans une nouvelle structure algébrique,
les wi-semigroupes, plus pauvre que les w™-semigroupes. En effet ces derniers sont com-
posés d’“étages”, et ’étage dans lequel se trouve I'image d'un mot dépend de sa longueur :
un mot dont la longueur est dans I'intervalle [w?, w*™![ a pour image un élément du 7-ieme
étage dans un w™-semigroupe. Cette idée est & abandonner quand on traite de mots de
longueur supérieure ou égale a w®.

Nous suivons dans cette section un plan analogue a celui de la précédente : nous
définissons d’abord les w;-semigroupes, puis nous montrons qu’ils admettent une descrip-
tion finie quand leur nombre d’élément est fini. Nous prouvons ensuite I’équivalence entre
wi-semigroupes finis et D-automates, puis nous montrons qu’on peut effectivement asso-
cier un w;-semigroupe syntaxique a chaque langage reconnaissable de mots de longueur
dénombrable. Nous généralisons les opérations de produit de Schiitzenberger et produit
en couronne aux wi-semigroupes. Enfin, nous étendons le théoréeme de correspondance
entre variétés de langages et pseudo-variétés de semigroupes au cas des mots de longueur
dénombrable.

3.5.1 Définitions algébriques

Nous définissons maintenant la principale structure algébrique de cette section. Intui-
tivement, les w;-semigroupes sont une généralisation des semigroupes dans lesquels les
produits d’éléments de suites de type dénombrable sont autorisés, et cela de fagon associa-
tive.

Définition 3.5.1 Soient oy et as deur ordinaux dénombrables tels que oy < o, S un
ensemble et (5y)a,<y<a, une suite d’éléments de S. Une factorisation de (s,)a,<y<a, €St
une suite strictement croissante () <s telle que By = ou, Bs = oo, et si (Vi)icw est une
suite strictement croissante de type w d’ordinauz inférieurs a 0 et (5,,)i<w est cofinale avec
&, il existe v <6 tel que B, = &.

Définition 3.5.2 Un wi-semigroupe est un ensemble S équipé, pour chaque ordinal po-
sitif o dénombrable, d’une application @ : S — S qui vérifie : pour toute suite (Sy)y<q de
type o d’éléments de S et pour chaque factorisation (By)y<s de (Sy)y<as

5((5'7-1—1 - 5’7((8§)/875<</3'y+1))7<5) = a((sc)OSKa)

L’application @ est dite a-associative. Nous écrirons quelquefois s plutdt que 1(s) et
a(so, S1,---) plutot que a((sy)y<a)-
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Nous aurions pu, comme nous l’avions fait pour les w™-semigroupes, équiper les w;-
semigroupes avec une unique application qui étend le produit des semigroupes usuels
et dont l'arité n’est pas fixe, plutdot qu’avec autant d’applications qu’il y a d’ordinaux
dénombrables comme nous I’avons fait ici. Les deux présentations sont équivalentes.

Exemple 3.5.3 Soit A un alphabet. L’ensemble A<“! des mots sur A de longueur dénom-
brable, muni du produit de concaténation de mots, est un wi-semigroupe, appelé ['w;-
semagroupe libre sur A.

Comme dans un w;-semigroupe la description de chaque application @ n’est pas finie
des que « est infini, et comme de plus il en existe une infinité, les w;-semigroupes ne sont
pas des objets vraiment intéressants, méme quand leur nombre d’élément est fini. Nous
allons montrer, toujours en utilisant les idées de Wilke, que quand un w;-semigroupe S
est fini, pour tout ordinal o dénombrable supérieur & w et toute suite (S,)y<q, le produit
@((8y)y<a) est entierement déterminé par 2 et les produits de la forme w(s), ol s est une
suite de type w d’éléments de S tous identiques. Les wi-semigroupes finis deviennent alors
des objets vraiment finis.

Définition 3.5.4 Une wq-algébre de Wilke S est un semigroupe fini muni d’une appli-
cation interne unaire w qui vérifie, pour tout s,t € S

- s(ts)” = (st)”,

- (s")¥ = s¥ pour tout n > 0.

Remarque 3.5.5 Il suffit de définir Uapplication w sur les idempotents d’une wi-algébre
de Wilke S pour la définir sur tous les éléments de S. En effet, sis € S, alors s = (s™)¥ =
s™(s™)Y, or (s™,s™) est un couple lié de S.

Le théoréme suivant montre qu’w;-semigroupes finis et w;-algeébres de Wilke sont équivalents :

Théoreme 3.5.6 Soit S un ensemble fini equipé d’un produit associatif binaire et d’une
application interne unaire w : S — S qui vérifie les deux propriétés de [’application w
de la définition 3.5.4. Alors S peut étre muni d’une facon et d’une seule avec, pour tout
ordinal dénombrable o positif, une application @ : S® — S qui est a-associative et telle que
2((84)o<y<1) = So - 81 pour tout so, s1 € S et pour tout s € S, si ' désigne la suite de type
w dont tous les éléments sont s, alors wW(s') = sv.

Réciproquement, si S est un ensemble fini muni, pour tout ordinal dénombrable a positif,
une application @ : S* — S qui est a-associative, il peut étre muni d’une facon et d’une
seule d’un produit associatif binaire - tel que 2((s,)o<y<1) = So - S1 pour tout s, 1 € S et
d’une application interne unaire w : S — S qui vérifie les deux propriétés de l'application
w de la définition 3.5.4 et telle que pour tout s € S, si s’ désigne la suite de type w dont
tous les éléments sont s, alors W(s') = s¥.

Preuve Soit d’abord S un ensemble fini muni, pour chaque ordinal dénombrable «, d’une
application @ : S* — S qui est a-associative. Le produit défini par so - s1 = 2((54)o<y<1)
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pour chaque sg, s; € S est associatif car
o - (21 - T2) = 2(20, 2(21, 2)) = 3(20, 71, T2) = 2(2(w0, 71), ¥2) = (2o - 71) - To

Posons s¥ = w(s'), ou ¢ est la suite de type w dont tous les éléments sont s. On peut
aisément vérifier que ’application w ainsi définie vérifie les deux propriétés de la définition 3.5.4.
Supposons maintenant que S soit un ensemble fini muni d’une application interne unaire

w S — S qui vérifie les deux propriétés de I'application w de la définition 3.5.4 et
avec un produit binaire associatif. Pour chaque ordinal dénombrable « positif on définit
par induction transfinie une application @ : S® — S par 1(sg) = s¢, 2(S0,51) = o -
s1, a4 1((8y)y<at1) = 2(@((8y)y<a), Sa) et finalement, si @ € Lim et (8,),«<, est une
suite strictement croissante d’ordinaux inférieurs & a et cofinale a a telle que 5y = 0,

Bi = Bo(($y)y<p1) = s et Bit1 — Bi((Sy)pi<y<psys) = € pour tout 0 < i < w ou (s,e) est
un couple lié de S, alors @((sy)y<a) = s - €. Le couple (s, e) et la suite (8,),«, existent
toujours d’apres le théoreme 1.4.14 et le corollaire 3.3.8. Pour montrer que cette définition
est cohérente il faut prouver que @((s,)y<a) ne dépend pas du couple lié et de la suite
choisies : si (53}),<w et (s', €') sont d’autres choix, il suffit d’utiliser la proposition 3.3.11 pour
voir que (s,e) et (s',¢’) sont deux couples liés conjugués. Il existe donc z,y € S* tels que

e =uxy, € =yx et s = sz. Comme s(ts)* = (st)¥ il vient se¥ = s(zy)* = sz(yz)” = s'e’”.
Il faut maintenant prouver que @ est a-associative. On procede par induction transfinie
sur a. Le cas ol @ = 1 est trivial. Supposons maintenant que « est un ordinal successeur
et soient (s,)y<at1 Une suite de type oo+ 1 d’éléments de S et (,),<s une factorisation de
(8y)y<a+1- On montre que

((574—1 57((S§)ﬂ7<§<ﬂ7+1))7<6) o+ 1((3c)05c<a+1)

Soit (f,),<s la suite définie par :

5 =8Ny <8 B =8, si 51 = a
i=0+1,05=0a,Byg =a+1,Vy<d B, =f, sinon

En utilisant la définition de o + 1 et I’hypothese de récurrence il vient

a +1((8y)y<a+1) = 2(@((57)1<a)s Sa) = 2(8" — 1((8] y+1 5&((&),6;5«,8;“))7<5'—1), Sa)

Si B5_1 = a le résultat découle directement de la définition de 6. Si on suppose que B5_1 # a,
comme (51 < a < 5 on a d ¢ Lim, donc ceci est égal a

2(2(0 — 1((By11 — B ((s0) gy <s<py 41 )v<o-1): B = Bo_1((56)gy_, <c<8;))» Sa)

Comme on peut aisément vérifier que 2(sg, 2(s1, s2)) = 2(2(s0, 1), $2) ceci est égal a

2(0 = 1((Byr = By ((56) sy <c<p o r<s—1)s 2085 = Bi_1 ((5) g5, <c<py)s 5a))
200 = 1((Bys1 = B ((56) gy <o<pr 11 Nv<o—1): By — B5_1((80)8;_, <s<p,))
= 6((By1 = By((56)y<5<y11) 7<)
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Finalement, supposons que a € Lim, et soient (s,),<, une suite de type a d’éléments
de S et (8,),<s une factorisation de (s,)y<q. Ou bien (8,),<s est cofinale avec o ou non.
Supposons d’abord qu’elle le soit. Il existe un couple lié (s, e) et une suite (;);<, de type
w d’ordinaux inférieurs a ¢ tels que
- 7% =0,

= By — ﬁvo((sv)ﬂ70<7<ﬂ71) S,

— Bripr — 571((57)5%@43%“) = e pour tout entier ¢ positif,

— (By;)i<w est cofinale avec a.
La suite (;)i<, est cofinale avec . En utilisant ’hypothése de récurrence il vient

ﬁ%+1 B’Y@ ((8’7)/3%<7</5%+1) =Yi+1 — /Yi((ﬁ’y-f—l - 57((5c),37§<<,37+1))7i§7<7¢+1)

et le résultat vient de la définition de 5. Supposons maintenant que (By)y<s nest pas
cofinale avec a. Il suit que 0 € Succ et S5 — B5_1 € Lim. Il existe un couple lié (s,e) de S
et une factorisation (7;)i<., de (S,)g, ,<y<ss telle que

— (7i)i<w est cofinale avec «,

= (Bs-1+ ) = (Bs—1 4+ 70) ((S¢) 51 +70<c<B514m) = S

— (Bs—1 + 7it1) — (Bo—1 + %) ((S¢) g5 14+7<c<Bs_147:41) = € Dour tout entier ¢ positif

donc Bs — Bs—1((8¢)s_,<s<p;) = se* par définition. Soit z = Bs_1 — Bo((S¢)go<c<ps_,) Si
§ —1 > 0, I'élément neutre pour le produit de S sinon. Comme la suite (7});<, définie
par (7)i<w = (Vi)i<w 51 0 =1 = 0, 79 = 0, 7i,; = v pour tout entier i et 7, =
sinon est une factorisation de (s,),<a telle que (7;)i<. soit cofinale avec a qui vérifie

By, — ﬁ%((sg)g<57,2) = zs et By 5%((3,;) ,<§<572+1) = e pour tout entier ¢ > 2 on a
a((8¢)cca) = zse”. On a donc

8((By+1 = By((S¢) 8y <c<pin))r<a)
2(0 = 1((Byr1 = By((56) 8y<s<Bysi))y<s—1)s Bs — Bs-1((5¢) sr<s<5))
§(B6 1((8§)ﬁ0<<<,35 1) ﬂJ ﬁ5*1((8§),35—15§<ﬂ5))

ce qui termine la preuve de I’a-associativé.

Il reste & vérifier que si s’ = (s);<. est une suite de type w telle que tous ses éléments
soit s pour un s € S, alors w(s') = s*. Soit 7 I'exposant de S et (53,),<. la factorisation
de s’ définie par 3; = im pour tout entier 7 et 8, = w. On a By — /J)Z((Sf;)ﬂis,y<gi+1) ="
pour tout entier ¢, et comme (s™,s™) est un couple 1ié de S il vient que wW(s') = s™(s™)¥ =
(s™)¥ = s”. \Y

Dans la suite nous confondrons souvent w;-semigroupes finis et w;-algebres de Wilke.

De la méme fagon qu’on peut toujours ajouter un élément neutre a un semigroupe pour
en faire un monoide, on peut toujours ajouter un élément neutre 1 a un w;-semigroupe pour
en faire un wi;-monoide. Un élément 1 d'un w;-semigroupe S est dit neutre si, pour tout
ordinal o dénombrable et suite (sg)s<o d’éléments de S, alors @((ss)s<a) = F((5})s<y), OU
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(85) < est la suite construite & partir de (sg)g<q €n en retirant les 1. Dans le cas particulier
ol (S8)p<q N'est composée que de 1 alors on doit avoir &((sg)s<q) = 1.

Un élément 1 d’une w;-algebre de Wilke S est neutre si 1-s = s-1 = s quel que soit
seSet1¥=1.

Si S est un wi-semigroupe (resp. une wq-algebre de Wilke), dans la suite nous noterons
St T'w;-monoide (resp. wi-algebre de Wilke) obtenu en ajoutant un élément neutre 1 & S
s’il n’en avait pas déja un.

Encore une fois, les notions de morphisme d’w;-semigroupes et de reconnaissance
par morphisme viennent, directement de 1’algebre universelle, méme si les opérations qu’on
s’autorise ne sont pas d’arité finie.

Voici ’analogue de la proposition 3.4.7 pour les w;-semigroupes :

Proposition 3.5.7 Soient A un alphabet et n un entier. Soient également T un w:-
semigroupe et ¢ une application de A dans T. Alors ¢ peut étre étendue d’une fagon
unique en un morphisme ¢ : A — T dwi-semigroupes tel que p(a) = ¢'(a) pour tout
a€ A

Corollaire 3.5.8 Soient A un alphabet et n un entier. Soient également @ : A<t — T et
@' U — T deux morphismes d’wi-semigroupes tels que @' soit surjectif. Alors il existe un

unique morphisme " : A<t — U tel que o = @'¢".

Exemple 3.5.9 Soient A = {a,b} et S = {a,b,0,1,ab, ba,aba,a”,a%a} l'wi-semigroupe
donné par la structure en D-classes

1,a
b ba
ab | aba
*aw *ava
0
ot 0 un zéro pour S, 1 est l’élément neutre de S pour le produit seulement, a®> = 1,
bab =0, ba® = b, a¥b = a*, a¥ab =0, b* = b et (a¥)* = a*. Soit également ¢ : AL+l 5 §
le morphisme d’wi-semigroupes défini par o(a) = a, @(b) = b et par utilisation de la

proposition 3.5.7. Alors S reconnait L = (aa + b)<“* — X puisque L = ¢~ *({1,b,a"}).

Exemple 3.5.10 Soient A = {a,b} et S = {a,b,0,ab,ba} l'wi-semigroupe donné par la
structure en D-classes
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ba b

ou 0 est un zéro pour S, a®> = b> = 0, aba = a, bab = b et (ab)® = ab. Soit également ¢ :
Al 5 S le morphisme d'w,-semigroupes défini par p(a) = a, ¢(b) = b et par utilisation
de la proposition 8.5.7. Alors S reconnait L = (ab)<“* — X puisque L = ¢~ ({ab}).

Nous donnons maintenant quelques résultats qui nous serons utiles par la suite. Le
premier est ’analogue de la proposition 3.4.11 pour les mots de longueur dénombrable :

Proposition 3.5.11 Soit ¢ : S — T un morphisme d’wi-semigroupes, et ¢’ : S — S/~
le morphisme d’w,-semigroupes naturel qui associe 4 chaque élément de S sa classe de
congruence dans S/~.,. Il existe un unique morphisme d’'w,-semigroupes ¢" : S/~, = T
tel que o = ¢"¢'. De plus, ¢" est un isomorphisme de S/~ dans ¢(S).

Proposition 3.5.12 Soient (~;)i<n une famille de congruences d’'wi-semigroupes sur S,
et ~ la congruence définie par s ~ s' si et seulement si s ~; s' pour tout i inférieur a n.
Alors S/ ~ est un sous-wy-semigroupe de [[,_,, S/ ~;.

Preuve Soient ¢; : S — S/ ~; les morphismes naturels associés & ~; pour chaque i < n et
¢ : 8 = [l;c, S/ ~ile morphisme d’w;-semigroupes défini par p(s) = (1(5), ..., Pa-1(5)).
Les congruences ~ et ~, sont alors identiques, et en utilisant la proposition 3.5.11 S/ ~,
est isomorphe a ¢(S5). \Y

Proposition 3.5.13 Soient ~ et ~' deux congruences sur un wi-semigroupe S telle que
s ~'t implique s ~ t pour tout s,t € S. Alors S/ ~ est quotient de S/ ~'.

Nous étendons maintenant la notion de résiduel au cas des w;-semigroupes :

Définition 3.5.14 Soient S un wi-semigroupe et P une partie de S. Les résiduels de P
sont définis de la facon suivante : si s € S,

- s'P={teS:ste P}

- Psv={teS:(ts)¥ € P}

- Pstt={teS:tse P}.

Nous allons maintenant vérifier que si P est reconnu par un w;-semigroupe S et s € S,
les résiduels s P, Ps ¥ et Ps ! le sont également.

Proposition 3.5.15 Soient S et T deux wi-semigroupes, ¢ : S — T un morphisme d’w:-
semigroupes qui reconnait une partie X de S, et s € S. Alors s7'X, Xs7! et X5 sont
également reconnus par .
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Preuve Soit P = ¢(X). Montrons d’abord que s~ X est reconnu par ¢.

s X ={te S:ste X}
={te S:y(st) € P}
={te S:p(s)p(t) € P}
=¢ '(e(s)) 'P)

La preuve pour Xs~! est similaire. Finallement,

Xs¥={teS:(ts)¥ € X}

\Y

Proposition 3.5.16 Soient S, T et U trois wi-semigroupes, et ps : U — S (resp. o :
U — T) un morphisme d'w;-semigroupes qui reconnait Ls C U (resp. Ly). Alors S x T
reconnait Lg U Ly et Lg N Ly.

Preuve Soient PU ={(s,8') € SXT :s € ps(Ls) ous € or(Ly)}, Pn={(s,s") € SXT:
s € ps(Lg) et s € or(Lr)} et ¢ : U — S x T le morphisme d’w;-semigroupes definit par
¢((s,8") = (ps(s), pr(s")). Alors ~'(P) = Ls U Ly et ¢~ (Pn) = Ls N L. \Y

3.5.2 Equivalence entre w;-monoides finis et D-automates

Dans cette section nous (re)donnons des preuves pour les théorémes suivants :

Théoréme 3.5.17 Soit A un alphabet fini. Une partie de A<“! est D-rationnelle si et
seulement si elle est reconnue par un wi-semigroupe fini.

Dans la preuve nous donnons des algorithmes pour construire un w;-semigroupe fini a
partir d'un D-automate, et un D-automate déterministe a partir d’un w;-semigroupe fini.
Ce qui montre en particulier que

Théoréme 3.5.18 (Biichi) Soit A un alphabet fini et L une partie D-reconnaissable de
A<t 1l existe un D-automate déterministe complet A tel que L = L(A).

Comme corollaire immédiat :

Corollaire 3.5.19 (Biichi) Soit A un alphabet fini et L une partie D-reconnaissable de
A<t Alors A<¥t — L est D-reconnaissable.
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Des D-automates vers les w;-algeébres de Wilke

Nous donnons ici un algorithme qui permet d’obtenir une w;-algebre de Wilke a partir
d’un D-automate A =< @, A, E,I, F >. Nous reprenons pour ceci les idées développées
pour construire une w"-algebre de Wilke a partir d’'un n-automate, que nous adaptons au
cas des mots de longueur dénombrable.

Si u est un mot de Alb#1l ¢ = (ga)a<|u/ est un chemin de p vers ¢ d’étiquette v dans A,
et | = Ua<|u|qa alors lexistence de c est dénotée par

u
c:ip—4q

Soit K?*® I’ensemble des matrices carrées indexées par les éléments de Q et dont les
coefficients sont dans K = [@Q]?> U {0}. Nous allons coder 'automate par des matrices de
K@%Q et associer & chaque mot u de longueur positive dénombrable une matrice u(u) de
telle maniere que p : A1l — K@%@Q soit un morphisme de w;-semigroupe et

N(u)p,q:{ng:ElC:p—q;’Q}
Naturellement, pour a € A,

w(a)pq = {{p,q}} si et seulement si (p,a,q) € £

Si S est un semigroupe, [S] peut naturellement étre muni d’une structure de semi-
anneau : la somme de deux éléments A et B de [S] est AU B et le produit {ab:a € A,b €
B}. Finalement, ensemble des matrices finies de taille n x m dont les coefficients sont
dans un semi-anneau est aussi un semi-anneau. En particulier, K9*% est un semigroupe.
De plus, K9*? est un ensemble fini.

Nous équipons maintenant K“*? d’une application interne w de telle maniére que
K @%@ soit une w;-algebre de Wilke.

Définition 3.5.20 Soit s € K9*?. Un s-chemin t de p vers q est une suite

(to, lo)(t1, 11) (t2, lg) - - -

de type w d’éléments de Q x [Q)] telle que p = to, lj € 84,4, pour tout entier j et finalement
(In(t),q) € E, ou In(t) = { q : il existe une infinité d’entiers i tels que q¢ € l;}. Nous
dénotons ausst t par

lit1

to > 11 > 1o - e - 1

lo l1 l2 li-1

> it
2

On dit que [ € (s¥),, si et seulement si il existe un s-chemin (to, ly)(¢1, (1) (t2,l2) - .. de
p vers q tel que | = {q} U U;enl;.



3.5 Mots de longueur dénombrable 87

Proposition 3.5.21 Les propriétés de la définition 3.5.4 sont vérifiées par Uapplication w
ainst définie.

Preuve Montrons d’abord que (st)* = s(ts)“. Soit | € ((st)“),q- 1l existe un st-chemin ¢
de p vers q

lit1

Co > C > Co > e > G

- C
lo 1 l2 li—1 1

b
tel que | = {q} U Usenl;. D’apres la définition de st-chemin on a aussi (In(c),q) € E et

lj € (8t)¢;,c;4, POUr tout entier j. D’apres la définition de produit de matrices pour tout
entier j il existe k; € @ tel que I; = I3 UI% avec I$ € s, ; et I € 1,

§9Cj+1°

(58)ejcipn

[ N & Cj Cijitl —» v nn

La suite k = (ko,I§ U 15) (k1,15 U 15) (koI5 UIS) ... de type w est un ts-chemin de kg
vers ¢ comme 5 U 13, € (t8)k;k;,, pPOUr tout entler j et In(k) = In(c). On a donc
{g} UUien(lE U I5,) € ((£5)¥)ko,q- Maintenant, comme [§ € s, 5, d’apres la définition de
produit de matrices il vient

suf{gduJ@uin) ={auJE o) ={auJl =1 (s(ts)*)pq

1€N 1€N 1€N

La réciproque et la seconde propriété de la définition 3.5.4 peuvent étre prouvées avec des
arguments similaires. v

Proposition 3.5.22 Soit u un mot de longueur positive dénombrable sur A. Alors | €
p(u)p,q st et seulement si il existe un chemin ¢ : p —?» q.

Preuve La preuve est par induction transfinie sur |u|. On montre d’abord 'inclusion de la
gauche vers la droite. Si |u| = 1 comme pu(u),, = {{p, ¢}} si et seulement si (p,u,q) € E
alors [ = {p,q} et c:p —?» g. Supposons maintenant que |u| € Succ. Alors u = u'a avec
a € A. Comme p(u'a),, = (u(w)p(a))y, il existe k € Q tel que L=1Ul", I € pu)pr

et 1" € p(a)kq Par hypothese de récurrence il existe ¢ : p —» ketc :k + q,

donc ¢ : p —?» q. Passons au cas ou |u| € Lim. D’apres le théoréeme 3.3.7 u s’écrit
u = uguius . .. de telle fagon que pu(ug) = s et pu(u;) = e pour tout entier 4 positif. Comme
wu(u) = se¥; d’apres la définition de produit de matrices il existe kg € @ tel que | =1"U ",
I' € spr, et 1" € (€¥)y,q- En utilisant ’hypothese de récurrence il existe ¢y : p —0> ko.
Maintenant, comme [” € (e“)g,, il existe un e-chemin ¢ : (¢1,{1)(t2,02) ... de ko vers g
tel que I" = {q} U Ujsol;. Comme ; € pi(u;)y;4,,, pour tout entier positif par hypothese
de récurrence il existe un chemin c¢; : ¢; %» t;+1. En considérant la mise bout-a-bout de
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. u1 U2 ’ 7 J T4
ces chemins t; —] ty — t3..., comme I'ensemble des états répétés cofinalement avec
1 2

lurug ... | est In(t) et (In(t),q) € E on obtient un chemin kg % g, ce qui amene la

conclusion.
N . . . . u
Passons & l'inclusion de la droite vers la gauche. Si |u| = 1, comme p ——~qona

(p,u,q) € E et | = {p,q} € pu(u),4 Supposons maintenant que |u| € Succ. Soit u = v'a.
Comme p#» g il existe I', I" et k € Q tels que [ = 1" U ", p—?j» ket k T?,» q. Par
hypothése de récurrence I € p(u'),r et I" € p(a)g,y, donc ' Ul =1 € (u(u)u(a))p, =
p()p,q- Supposons finalement que |u| € Lim, que c : p—?» q et que (gg)p<pu est la
suite d’états qui compose c. Soient (s, e) un couple lié et (u;);en tels que u = uguqus. . .,
pu(ug) = s et p(u;) = e pour tout entier ¢ positif. Soit B = {¢g € | : {y < |u| : ¢, =
q} est cofinal avec [ul}. On a (B,q) € E. Soient v; = Y . |u;| et li = Uy<p<y,, {as}
pour tout entier ¢. La suite k : (gy,,11)(¢y,,l2)(¢ys, 3) ... de type w vérifie In(k) = B et
li € €q,,q,,,, €t donc est un e-chemin de g,, vers g. Il suit que {g}UU;>0l; € (€*),, - Comme

P %» gy, par hypothese de récurrence ly € sp,4, , donc {q}UUsenl; =1 € (s€¥)p4 = 11(t)pq-
0

\Y

L’application u' : A<“1 — (K9*Q)! définie par p/(u) = p(u) si [u] > 0et p/(A) =1 est
un morphisme de w;-semigroupe, et y' reconnait £(A). En effet, en posant

P={seK%¥? : Jiel, feF, si;#0}UP

ou P' = {1} si et seulement si A € L(A), P' = () sinon, on a y/'(u) € P si et seulement si
u € L(A).

Des w;-monoides finis vers les D-automates

Soient A un alphabet, S un w;-monoide fini, et ¢ : A<“* — S un morphisme d’w;-
monoides qui reconnait une partie P de A<“!.

Nous allons construire un D-automate déterministe qui calcule I'image d’un mot u de
A<*1t dans S.

La base de la construction est la suivante : on commence dans un premier temps par
fabriquer un automate de Biichi non déterministe associé a un couple lié (s,e) de S, qui
reconnait un mot de longueur w si et seulement si ce dernier a pour image se“ dans S.
Nous appellerons un tel automate automate de (s,e). Les idées sous-jascentes a cette
construction sont dans [Lad77]|, méme si les notions de semigroupes et w-semigroupes en
sont absentes.

Automate de (s,e) Soit (s, e) un couple lié de S. On commence par construire, & partir
de S, Pautomate (déterministe) de I'action & droite : les états de cet automate sont les
éléments de S, et il existe une transition de p vers ¢ par la lettre a si et seulement si
g = p- p(a). On construit un nouvel automate a partir de trois copies de cet automate en
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les reliant de la fagon suivante (on appelle z; ’état = de la premiere copie, x5 celui de la
seconde, et z; celui de la troisieme) :

pour toute lettre a et toute transition de s; vers ¢; par a on ajoute une transition de
sy vers @(a)s par a

pour toute lettre a et toute transition de es vers t, par a on ajoute une transition de
sy vers @(a)s par a

on supprime toutes les transitions de la troisieme copie

pour tout état xs et lettre a on ajoute une transition de z; vers (z;p(a))s par a
pour toute lettre a et transition de e, vers ¢y par a on ajoute une transition de ey
vers p(a); par a

les états finaux de I'automate ainsi construit sont ceux de la troisieme copie

si S possede un élément neutre 1 alors I'unique état initial de ’automate ainsi
construit est 1;, sinon on ajoute un nouvel élément 1 a la premiere copie, des tran-
sitions de 1; vers (a); pour chaque lettre a et on dit que 1 est I’état initial de
I’automate ainsi obtenu.

On a le schéma suivant :

4@7 ., @ a e 3éme copie
a e
() N

lere copie 2nde copie

La condition d’acceptation d’un mot par 'automate est une condition de Biichi, aisément
transformable en condition de Muller. Il est clair quun mot u € A“ est reconnu par cet
automate si et seulement si ¢(u) = sev.

Dans la suite, si ¢ est un état de la premiere copie, on note gp(a) 'unique état de la
premieére copie de nom gp(a), et si ¢ est de la seconde ou de la troisieme copie, gp(a) désigne
I'unique état de la seconde copie de nom ¢p(a). Par abus de notations nous omettrons les
indices quand ils ne sont pas nécessaires.

La construction Soit (s, €) un couple lié de S. On commence par construire un automate
déterministe A ) qui indique, pour un mot de longueur w, si ce dernier a pour image se“
dans S. Pour cela on utilise les automates que nous venons de décrire, auquels on ajoute
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les idées de [McNG66] pour le passage a la limite. Nous conservons d’ailleurs des éléments
de terminologie de [McNG66).

Soit n le nombre d’états dans ’automate de (s, e), plus 1. Soit F' I’ensemble des états
de la troisieme copie de cet automate. On utilise n copies de cet automate. A chaque copie
1 on associe des propriétés, constituées :

— d’une mémoire finie Af f* qui mémorise des numéros de machines (i.e. de copie d’au-

tomates),

— d’une lampe verte V?,

— d’une lampe rouge R'.

On note Af f} I’état de la mémoire Af f* au temps a, V! (resp. R!)) si i allume sa lampe verte
(resp. rouge) au temps «. Les deux lampes sont des booléens. Par défaut, une lampe ne reste
allumée qu’un temps. Les copies de machines sont gérées par une machine de controle, qui
dispose également d’une mémoire finie Anc. Une copie est soit active (sensible & 1'entrée),
soit inactive (insensible). Au départ de la lecture du mot, toutes les copies sont inactives,
sauf une. Quand a la lecture du mot on rencontre des transitions non déterministes (i.e. il
existe plusieurs transitions partant de ’état courant par une méme lettre) la machine active
suit un chemin et provoque éventuellement l’activation de machines inactives pour suivre
les autres chemins. Cette opération s’appelle la division. Quand deux machines arrivent
par une transition dans le méme état, une devient inutile : on réalise alors une fusion
entre les deux machines. Lors d’une division ou d’une fusion on modifie les propriétés des
machines concernées. Nous expliquons maintenant plus formellement comment se passent
les transitions pour ’ensemble des n machines entre le temps « et le temps « + 1, par
lecture de la lettre a. Si 4 est un numéro de machine, on note ¢*, I'état dans lequel se trouve
l'automate 7 au temps « et §(q’,, a) 'ensemble des états atteignables & partir de ¢’, en lisant
la lettre a. Les états dans lesquels se trouvent les machines sont modifiées du temps a au
temps « + 1 par lecture de la lettre a de telle fagcon que :

1. Il n’existe pas deux machines 7 et j actives au temps « + 1 telles que qi 1= q, 41

N

Si 4 est active au temps « alors pour tout ¢ € d(q’, a) il existe j telle que qg 1=4q

w

Si i est active au temps a+1 alors il existe j active au temps « telle que ¢, 41 €0 (¢, a)

=

Si 7 reste active au temps a + 1 alors qfxﬂ € 6(¢',,a) — F si i n’allume pas sa lampe

rouge au temps o + 1

5. Si allume sa lampe rouge au temps a+1, alors au temps o+ 1 7 devient soit inactive,
soit ¢’ = p(a);

6. Soit 7 une machine active a . 7 allume sa lampe rouge et perd ses mémoires a a+1 si
et seulement si il existe une machine & telle que g%, = gi¢(a) et k est plus ancienne
que ¢

7. j active a « + 1 allume sa lampe verte a o + 1 si et seulement si il existe ¢ active a
a telle que ¢/, € 6(ql,ua) — F et j € Affi

8. Si j est active a o+ 1 alors

Affo = (U Affiu {z‘}) — ({i: Riyy ou Vo 3 U{5})

€T
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ot T = {i actives & « telles que ¢/, € 0(¢}, a)}

9. Sii est active au temps o, 7 & o+ 1, et q(iﬂ € 6(q',, a) — F alors j est plus ancienne
que %.

On dit que la machine 7 démarre j au temps « si 7 est active au temps «, j au temps
a+1, g =ela)s et guyy €0(qg, a).

La mémoire Anc est modifiée a chaque activation ou désactivation d’une machine de
sorte qu’elle permette d’établir si une machine ¢ a été activée avant une autre machine j ou
pas. Ceci établit un ordre partiel sur les machines, qu’on rend total en disant que si i et j
sont deux machines qui deviennent actives en méme temps alors 7 est plus ancienne que j
si la plus vieille machine qui provoque ’activation de 7 est plus ancienne que la plus vieille
machine qui provoque l'activation de j. On dit qu’une machine ¢ provoque ['activation
d’une machine j au temps « si j allume sa lampe rouge au temps « ou j est inactive au
temps «, j est active au temps o + 1, qiﬂ =(a); et ¢, € {s1,e2, €5}

On construit A,y pour chacun des p couples liés (s,e) de S, et on les fait fonction-
ner en parallele. L’ensemble des états finaux de I'automate de (s,e) est noté Fi,), ou
plus simplement F' quand le couple (s, e) pourra clairement étre déterminé en fonction du
contexte. On prouvera plus tard qu’on obtient ainsi un automate déterministe qui donne
I'image d’un mot de longueur w dans S. On ajoute maintenant des liens entre les machines
de A,y et Ay oy pour (s,e) et (s',€') deux couples liés de S, de fagon a ce que quand
une machine 7 est dans un état final ¢(a)y, alors pour tous les couples liés (s, e) de S une
machine j de A, . soit dans I'état ¢(a) dans la premiere copie. La machine j doit pouvoir
mémoriser qu’elle est en train de calculer I'image par ¢ du méme facteur du mot que 7 dans
une mémoire qui lui est associée, Ass?, qui est modifiée au fur et & mesure de la lecture
du mot de fagon a ce que si 6 se produit pour 7 a I'instant « alors au méme instant 7 est
remplacé par k dans Ass’, ol k est la machine définie dans 6, et que si 6 se produit pour
4, alors Ass* est modifiée de facon & mémoriser qu’elle suit le méme facteur du mot que i.

Soient maintenant e = {ey,..., e} un état limite de 'automate, et « 'instant ou cet
état est atteint. Supposons qu’il existe une machine j qui fonctionne cofinalement a «
(c’est-a-dire, qui est active et n’allume pas sa lampe rouge cofinalement a «). Soit (s, e)
le couple lié associé a cette machine. Supposons qu'’il existe une machine k de Ay o telle
que j € Ass*, k fonctionne cofinalement & o et il existe £ une machine de As ey telle
que k € Aff* x fonctionne et allume sa lampe verte cofinalement a «. Alors on définit
les transitions sortantes de e de telle fagcon qu’on considere qu’a l'instant « la machine j
est dans 1’état s'e’” de la premiére copie si les états que x répeéte cofinalement & o sont de
la premiére copie, de la seconde sinon, z € Ass/, si et seulement si x apparait dans Ass’
cofinalement & « et z est considérée comme active & o, et que € Af fI si et seulement si
x apparait cofinalement souvent & o dans Af f7, x est considérée active & o et x n’allume
pas sa lampe verte cofinalement & «. Les machines qui ne vérifient pas une telle propriété
sont considérées inactives au temps « et allument leur lampe rouge a o + 1. L’état e est
final si et seulement si les machines qui sont actives des la lecture de la premiere lettre sont
dans un état qui est dans ¢(P).
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On montre maintenant que l'automate ainsi défini reconnait exactement les mémes
mots que . Nous commencons par définir la notion de continuité, qui nous sera utile par
la suite.

Définition 3.5.23 Soit m une machine activée d l’instant o (on note (m, ), ou bien, par
abus de notation, m), et m' une machine active a l’instant o' > . On dit que m' continue
(m, @), et on note m' = cy ((m, ), s’il existe une suite finie de machines (m;)o<j<n telle
que

— M1 =m
- m, =m
- Sin>1

— pour chaque 0 < i < n il existe un instant a; ou qzzzjll = qyip(a) et miy1 est plus

ancienne que m;
— my n’allume pas sa lampe rouge dans lintervalle de temps |a, a;]
— pour chaque 0 < 7 < n — 1 la machine m;y1 n'allume pas sa lampe rouge dans
Uintervalle de temps |oy, aviyq]
— my, nallume pas sa lampe rouge dans l'intervalle de temps |am_1, /]
- Sin =1, m nallume pas sa lampe rouge dans l'intervalle de temps |la + 1,d/] si
o >«

Lemme 3.5.24 Soit m une machine activée au temps o et o > «. Il existe m' telle que
m' = co ((m, a)).

Preuve Par induction transfinie sur o/ — «.. Pour o/ = o+ 1 on prend n = 1 et on a bien
m = cq41((m, @)). Supposons maintenant que 1’énoncé soit vrai pour o/ — o, on montre
qu’il reste vrai pour o + 1 — « par lecture d’une lettre a du mot. Soit m' = cy_o(m). A
Iinstant o/ + 1 — a deux alternatives se présentent : ou bien m' allume sa lampe rouge,
ou bien non. Supposons d’abord que non; cela signifie que qZ}'ﬂLl_a = ¢ _o(a) et donc
m' = cyt1-ao(m). Supposons maintenant que oui. Soit (m;)o<i<n la suite définie dans
I’énoncé de la définition 3.5.23. On pose m = m; et m’ = m,. Si m,, allume sa lampe
rouge au temps o' + 1 — «, alors il existe une machine m,, , plus vieille que m,, qui vérifie
o, = 4t o(a). D’autre part, m,,1 n’allume pas sa lampe rouge dans lintervalle
Jo' —a,a' +1—al, donc my1 = cor41-a(m).

On suppose maintenant que I’énoncé est vrai pour tout o — a < o/ — « € Lim, et on
le montre pour o/ — . On montre que n ne peut pas étre plus grand que le nombre = de
machines. Cela signifie qu’a partir d’un certain o < o < ' il existe une machine (m’, o)
démarée a " telle que pour tout o/ > o > " on ait (m', &™) = cqn(m), ce qui prouve
le résultat. Supposons qu’il y ait  + 1 machines dans la suite. Alors il en existe une qui a
été utilisée deux fois. On note (m", a,,r) la premiere apparition de cette machine dans la
suite, ou ay est 'instant ou elle a été démarrée, et (m”, ozmg) la seconde apparition, ou
amy est Uinstant ol elle a été démarrée. Comme la relation d’ancienneté est stricte, on a
que a,y < agy, ce qui est impossible. \%

Remarque 3.5.25 Si on note mse) 'unique machine de Ay active des la premiére
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lettre du mot, alors d chaque instant o mys ey = Co(My(se)) puisqu’il n’existe pas de machine
plus ancienne que M.

Nous utiliserons ce lemme implicitement dans la suite :

Lemme 3.5.26 Soit m une machine active au temps «, et & > a. On pose m' = ¢y (M).
Alors qgf' est un état de la premiére copie si et seulement si q)' est un état de la premiére
copie. De méme, si o' > a, q;’%l est un état de la seconde copie si et seulement si g est un
état de la seconde ou de la troisieme copie.

Preuve Nous prouvons d’abord la partie de ’énoncé qui traite de la premiere copie, par
induction transfinie sur o' — . Si o = « le résultat est immédiat. Supposons le lemme
vrai pour o' — a, on le montre pour o + 1 — . Soient m' = cy_o(m) et m” = cory1_a(m’).
Comme q;’%:q_a € 6(¢™_,,ua)—F, ¢_, est de la premiere copie si et seulement si qg?il_a
I’est aussi et on a le résultat par hypotheése de récurrence. Passons au cas limite. Soit
m' = co_qo(m). Si gl est un état de la premiere copie par hypothese de récurrence les états
de m' répétés cofinalement & o' — « le sont aussi, et par définition de 'automate qZ%’_a
I’est aussi. Réciproquement, si qg?'_a est un état de la premiere copie, les états répétés
cofinalement a o/ — o par m' le sont aussi, et par hypotheése de récurrence ¢* également.
La preuve de la partie de I’énoncé du lemme qui concerne les seconde et troisieme copies
se fait de facon similaire. \V4

Lemme 3.5.27 Soit m; une machine activée au temps oy, o > oy, m} telle que m| =
Cor (My). Soit mo une machine activée au temps ao < 1 et active au temps oy + 1 telle

!
ma ! ! ! my P
que my € ASSIa1+17 et my telle que my = co(mg). Alors my € Ass,’. Réciproquement,
. m . . . .,
simy € Ass,’, alors il existe my une machine activée au temps a1, o/ > oy telle que

my = co(my) et mo une machine activée au temps as < oy et active au temps oy + 1 telle
que my € Assy”, et telle que mi = cor(m2).

Preuve D’abord le sens de la gauche vers la droite. Le cas de base o = a; + 1 est trivial
comme ¢ = P(Ua,)f, M1 = Cayq1(m1), Mo = coy11(m2) et my € Assy? . Supposons
I'implication vraie & o/, on montre qu’elle est vraie & o’ + 1. Au temps o/ + 1 on peut se

trouver dans quatre situations.

.. . NETY m mh
— si ni m) ni mj n’allument leur lampe rouge a I'instant o + 1 alors g, ; = g," (o)
m, _ m} s ey ’ m),
et qu’1 = qu¢(ua), et par définition de Ass on a mj € Ass,> ;.
— Si m) allume sa lampe rouge au temps o + 1 mais pas mj, alors il existe mj telle que
. m' . 7
ms est plus ancienne que m] et g%, = q,,' p(ua). La machine m} est donc remplacée

par mgs dans AssZ%rl. D’autre part, on a bien mg = cyry1(m1).

— Si m), allume sa lampe rouge au temps o' + 1 mais pas m/ on utilise des arguments
similaires.

— Si m{ et mi allument leur lampes rouges respectives au temps o' + 1 on utilise
également des arguments similaires.
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Maintenant, on suppose que o — « € Lim. En reprenant les arguments de la preuve du
lemme 3.5.24 pour le cas limite, il existe un temps o/ > o’ > « et deux machines m/)
et mi, telles que m)| = cor(my), mh = cor(m2) et que ni m| ni mi n’allument leur’lampe
rouge dans l'intervalle de temps |, o/[. Par hypothése de récurrence m} € Ass.,2 pour

tout o/ > o > o et donc par définition de Ass on a m) € Ass]’.

Le sens de la droite vers la gauche utilise des arguments similaires. v

Lemme 3.5.28 Soit m et m' deuz machines de A,y actives respectivement auz temps
aeta.me Affg," si et seulement si il existe un entier n > 1, une suite (m;)o<i<n de
machines et une suite strictement croissante (o;)o<i<n de temps telles que

- m=m

-m' = cy(my)

- m n’allume pas de lampe dans Uintervalle de temps o, o]

- pour tout i € [1...n — 1]

— sim" = cqo;(my) alors ¢ € {s1,eq,€4}
mi41
N qaﬂrl - (p(uai)f
Preuve Nous commengons par le sens de la gauche vers la droite en procédant par induction
transfinie sur o/ — a.. D’abord le cas de base o/ = a+ 1. Sim € Aff™ alors m n’allume
pas ses lampes a o/, m # m/' et q&'}’ € 0(¢™, uy). Comme m n’allume pas sa lampe rouge a
o alors ¢l € {s1,e2,€er} et ¢ € 6(¢y', uy) — F et donc qr = o(ug) -

Supposons maintenant le résultat vrai & o/, on le montre pour o/ + 1. Sim € Af fg}'+1
alors

— il existe une machine k active & o telle que q;’%;l €0(¢¥, uy) et mest koum € Af f¥,

— m n’allume pas de lampe a o/ + 1

— m' n’est pas m
Par hypothese de récurrence,

— m n’allume pas de lampe dans ], /] donc m n’allume pas de lampe dans |a, o/ + 1]

— sim est k alors on se retrouve dans une situation similaire au cas de base

~ sim € Aff¥ alors trois cas se présentent :

— si m' = k on a le résultat directement

~sim/ #ket ¢, = ¢"p(uw) alors m' = cy11(k) et on a le résultat

—sim' £k et ¢, = p(uy) alors ¢&, € {s1,es,¢e7} et on a le résultat en ajoutant
un élément a la suite des machines et un a la suite des temps.

Maintenant on examine le cas ou o — a € Lim. Puisque m € Af ;’}', m' et m sont
actives & o — a, m n’allume pas une de ses lampes cofinalement & o/ — « et m apparait
cofinalement & o/ —a dans Af f™ . 1l existe donc un moment o & partir duquel m n’allume
plus de lampe, m' n’allume plus sa lampe rouge et pour tout o/’ tel que o — a > o > "
alors m € Af f™,. Par hypothése de récurrence on a la résultat a o, et il suit & o/ — o

Finalement, la preuve de I'inclusion de la droite vers la gauche se fait simplement en
utilisant les regles qui régissent A, ). \Y

La proposition suivante nous permettra d’obtenir le résultat principal.
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Proposition 3.5.29 Soit m une machine de A, .y démarrée a instant o, ou active dés
la premiére lettre du mot (aw = 0). A chaque instant o > «, il existe une machine m' de
Ags ) telle que m' = co(m) et ¢ = p(ula, o[).

Preuve L’existence de m’ est prouvée par le lemme 3.5.24. Il reste & prouver que qfﬁ' =
¢(ula, o'[), par induction transfinie sur o — . Comme ¢',; = @(uq)s le cas de base de
la récurrence est vérifié. On vérifie également tres facilement que si ’énoncé est vrai pour
o — « il Iest aussi pour o + 1 — a.

On suppose maintenant que 1’énoncé est vrai pour tout o” — a < o — a € Lim, et
on le montre pour o — a. Si o — « € Lim, alors o € Lim. Par construction, a I'instant
o + 1, pour chaque couple lié (s, €') de S une machine my .y est dans I'état ¢(u,) pour

M(s! el

la premiere copie au temps o+ 1, de fagon a ce que m € Ass, .’

Lemme 3.5.30 A linstant o, il existe un couple lié (s',€') et une machine © € Ay o)
telle que
— x est active cofinalement a o, et n’allume pas sa lampe rouge cofinalement da o
— x allume sa lampe verte cofinalement a o
— il emiste y € Ay oy qui est active cofinalement a o' sans allumer sa lampe rouge
cofinalement a o, et telle que y = co (M ), st M' = co(m) alors m' € Ass’, et
y € Aff% de telle facon que si (q;)o<icn est la suite de temps définie au lemme 3.5.28
alors il eriste o tel que o' < oy et y = con(Myy ¢1)).

Preuve Le lemme 3.5.24 montre que y existe. D’apreés le lemme 3.5.27 on a m’ € Ass?,
On montre maintenant l’existence de z. Le facteur u[a, o/[ admet un découpage ultime-
ment monocolore s'e’”. Soit (c;);en une suite de temps cofinale & o telle que oy = «,
o(u[ag, n]) = ¢ et p(ulay, aip1[) = € pour tout ¢ > 0. Comme (s, €’) est un couple lié on
peut supposer que a;1 — a; > 1 et que y = c¢q, (s ). Par hypothese de récurrence a
chaque ; pour i > O on a ¢, = s’ et donc a chaque o;+1 il existe une machine m,, démarrée
par y. On a y € Aff;':ﬁjl. Soit k& = cqr(Ma,). A partir d’un certain moment, & n’allume
plus sa lampe rouge, cofinalement a «. Soit j le plus petit entier qui vérifie : il n’existe pas
o' > a" > o tel que k allume sa lampe rouge a . Pour chacun des «; pour i > j, puisque
¢(uloy, aia]) = €', k démarre une machine ko,. Soit ky, = cq,, (o), 00 oy est le plus
vieux temps plus petit que a1 tel que kf,, # k. Comme ¢(ulay, aip1[) = €' = p(ufou, aiqa]),
et k est plus ancienne que k;_, les deux machines vont fusionner de telle sorte que k. al-
lume sa lampe rouge au plus tard au temps o, ; +1 < a;41 + 1. Si k n’a pas allumé sa
lampe verte dans 'intervalle de temps ]y, o, ] alors en utilisant le lemme 3.5.28 il vient

K., , P
que k € Af faf::l et donc £ allume sa lampe verte au temps ¢ ; +1. En répétant infiniment

ce raisonnement on trouve que k allume sa lampe verte cofinalement a '. Finalement, en
posant z = k et en utilisant le lemme 3.5.28 on a bien y € Af fZ car y ne peut pas allumer
sa lampe verte dans I'intervalle de temps [a + 1, o/[. En effet, comme q;ng’e’) = ¢(uq)1 et
Y = car(Mm(s ), si oy désigne I'instant ol y a été activée tel que y n’allume pas sa lampe
rouge au temps «’ pour tout o > o > «, alors ¢¥, est un état de la premiere copie. Or,
pour que y allume sa lampe verte au temps o + 1, il faut qu’il existe une machine m”
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active a o' telle que ¢7, 1 €O (g ,uau) —Fetye Af f;’},". Il est aisé de montrer que ceci
signifie que ¢ (qa,, ,Uq) — F est un état de la seconde ou de la troisieme copie, or ¢, 41 est
un état de la premiere copie, donc il est impossible que ¢, € 5(¢™ , ugn) — F et donc
que y allume sa lampe verte au temps o + 1. \Y

Nous montrons maintenant que p(ufa, o'[) = s'€’”. Comme y € Aff% en utilisant le

lemme 3.5.28 il existe en entier n et deux suites (m;)o<i<n €t (0)o<icn qui vérifient I’énoncé
du lemme. Comme y = cy (M ), en utilisant le lemme 3.5.26 il vient que pour tout o
dans l'intervalle e, a] on a que ¢, est un état de la premiére copie. Par conséquent,
¢, = s1. Comme ¢, TG = p(uy)y et y = Ca; (M(s ) pPar hypothese de récurrence on a
o(ula, aq[) = §'. On montre en utilisant des arguments similaires que ¢(u[a;, a;41]) = €
pour 1 < i < n—1etdonc p(ua, a,_1]) = '. Onax = ¢y (M), or les états pris par m,, sont
de la seconde ou troisiéme copie. Soit (/3;);<, une sous-suite de la suite croissante des temps
cofinale & o' ou z allume sa lampe verte. D’apres la définition de I’automate pour chaque j;
il existe une machine mg, active a 3; — 1 telle que g3, = qgﬁil et x € Af f,;n b En utilisant
toujours le lemme 3.5.28 on prouve qu’il existe des suites ( ’3")0<]<nﬁ et ( )0<J<"ﬂz de

machines et de temps telles que mg, = cﬁi,l(mglﬁ ), z = mP et ¢* o5 € {62,€f} Comme

T=cm (my,) en utilisant I’hypothése de récurrence on a ¢(ufa, 1, 0411[) = ¢'. En utilisant

des arguments similaires on montre que o(u[a’ b= o)) = e et que p(u[a, 0 ) =e

’ng -1
pour chaque ¢ d’ou il sort que p(ula, [) = ¢ ¢"’. Par la définition de I’ automate, on a bien
qr = s'e’”.

Bi
My,
1/_\_/
// \\
: x( \
mgl ot \\
) A \
mgl // \\
/'7/_\_/ \\
A /
Bi Bi Bi T B 1 $
o @y as Ong, —1 Bi —
e e e e

z allume sa lampe verte au temps f;

En particulier, comme il existe une machine m; . active des la premiere lettre du mot
pour chaque couple lié (s, ), cette machine n’allume jamais de lampe rouge (puisqu’il n’en
existe pas de plus ancienne) et ¢go > = @(u[0, ) & chaque instant a.
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3.5.3 wi-semigroupe syntaxique

Soient A un alphabet et X une partie reconnaissable de A<“!. Nous montrons mainte-
nant que parmi tous les wi-semigroupes finis qui reconnaissent X il en existe un unique qui
divise tous les autres, et qui par conséquent est minimal en termes de nombre d’éléments.
On peut donc associer a chaque partie reconnaissable X de A<“! un w;-semigroupe de fagon
canonique. Cet w;-semigroupe s’appelle I'w;-semigroupe syntaxique de X. Ceci étend les
théoremes 3.1.2 et 3.2.6 aux ensembles de mots de longueur dénombrable.

Proposition 3.5.31 Soient T un wi-semigroupe et X une partie reconnaissable de T.
Parmi toutes les congruences d’w,-semigroupes ~x telles que T/ ~x reconnaisse X, il
en existe une unique moins fine que toutes les autres. Le nombre de classes d’équivalences
pour cette congruence, qui est minimal, est fini. Cette congruence d’wi-semigroupes, appelée
congruence syntaxique de X, est définie par : pour tout x,y € T, x ~x y si, pour tout
rteTt,

ret € X < ryte X (3.6)

et, pour tout entier m > 1 et Yo, Y1, ---,Ym € T,

Yo(- - (1) y2)ys)” .. ) ym € X = wol--- (((yy1)“y2)“ys)” ... )ym € X (3.7)

L’w;-semigroupe quotient S(X) =T/ ~x est appelé 'w;-semigroupe syntaxique de
X, et le morphisme ¢ : T — S(X) le morphisme syntaxique de X.

Exemple 3.5.32 Soit {a,b} un alphabet. L’w;-semigroupe de lezemple 3.5.9 est l'w;-
semigroupe syntazique de (aa + b)<“' — A.

Exemple 3.5.33 Soit {a,b} un alphabet. L’w-semigroupe de l’exemple 3.5.10 est l'w;-
semigroupe syntazique de (ab)<“t — .

La preuve de la proposition est semblable au cas des w™-semigroupes. Par contre, le
nombre d’équivalence a vérifier dans la proposition précédente est infini. La proposition
suivante montre que malgré tout le calcul de I'w;-semigroupe syntaxique d’une partie recon-
naissable X d’un w;-semigroupe est effectif a partir d’'un w;-semigroupe fini qui reconnait
X. Sa preuve utilise le lemme suivant, dont la preuve est similaire a celle du lemme cor-
respondant pour le cas des mots de longueur w” (lemme 3.4.29).

Lemme 3.5.34 Soient S une wi-algébre de Wilke et P un sous ensemble de S. La relation
d’équivalence ~p définie par, pour tout x,y € S, x ~p y si, pour tout r,t € S*,

ret € P <= ryt€ P (3.8)
et, pour tout entier m > 1 et Yo, Y1, ..., Ym € ST,

Yol- - - (((291)°y2)"y3)" .. )Ym € P <= yol- .. (((yy1)“y2)“¥3)" .- )ym € P (3.9)

est une congruence d'wy-algebre de Wilke.
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Proposition 3.5.35 Soient S une w;-algébre de Wilke finie, P C S et n = |S|2. On
dénote par ~% la relation d’équivalence du lemme 3.5.84 et ~% la relation d’équivalence
définie par, pour x,y € S, x ~% y si, pour tout r,t € S,

ret € P < ryte P

et, pour tout entier 1 <m <mn et Yo, Y1,---,Ym € S*

Yo(- - (((zy1)“y2)“ys)” .- )°ym € P <= wo(- - (((yy1)“v2)“y3)* --- )Y € P
Alors © ~L y si et seulement si x ~% y pour tout z,y € S.

Preuve Evidemment, si z ~} y alors  ~% y. Supposons maintenant que z ~% y. Bien
entendu, I’équivalence 3.8 est vérifiée. On montre que I’équivalence 3.9 est vérifiée pour tout
entier m > 1 par induction sur m. Si n = 1 le résultat est vrai. Sinon, il I’est pour tout
entier m inférieur ou égal & n car x ~% y. Supposons maintenant qu’il est vrai pour m, on le
montre pour m+ 1, avec m+1 > n. Supposons que yo(. .. (((zy1)“y2)“y3)“ ... )“Yms1 € P.
Soit (ci)o<i<m+1 la suite des éléments de S x S définie par

ci = ((- - (((zy1) y2)ys)” - i), (- () y2)“ys)” - wi)”)

Comme m + 1 > n il existe ¢ et j deux entiers tels que 7 < j, donc

(o (((yn) y2)“ys)” o ya) = (o (oY) y2)“ys)™ - - y)”

et
(oY) y2) ys)? - oya)? = (- (((yy)“y2)ys)” - -yj)w
Il vient que

Yolo oo (o (((zy)“y2) y3) o 9i) Y1) - ) Ym
=yo(--- (C - (Y1) y2)“y3)” - - - ¥)“Yjr1)” - - ) Ym  (3.10)

et

Yoo (- ((wyn)“y2) ys)” - 43)“Yi+1)” - ) YU
=yol--- (C - (((yyr)y2)“ys)* - - wi)“yj1)* - ) Ym  (3.11)

Or par hypotheése de récurrence le terme de droite de 3.11 est dans P si et seulement si
celui de gauche de 3.11 ’est aussi, ce qui termine la preuve de la proposition. \Y

Comme pour le cas des w™-semigroupes, ’'w;-semigroupe d’une partie reconnaissable X
est le plus petit, au sens de la division, qui reconnait X :

Théoréme 3.5.36 Soient A un alphabet et X une partie reconnaissable de A<“*. Un
wy-semigroupe T reconnait X si et seulement si S(X) divise T. De plus, si T divise un
troisieme w1 -semigroupe U, alors U reconnait X .

La preuve est similaire a celle du théoreme 3.4.34.
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3.5.4 Opérations

Nous généralisons maintenant deux opérations tres utilisées sur les semigroupes aux
wi-semigroupes. Ces opérations ont été étendues dans [Car93] des semigroupes aux w-
semigroupes.

Produit de Schiitzenberger

Soit A un alphabet. Soient ¢ : AT — S et ¢ : AT — T deux morphismes de semi-
groupes qui reconnaissent respectivement deux parties Lg et Ly de AT. Le produit de
Schiitzenberger S o T est le semigroupe de support S x [S' x T'] x T muni du produit
(81, Pl, tl)(SQ, PQ, tg) = (8182, 81P2 U Pltg, tltg) avec

s1Py = {(s18,t) : (s,t) € Py}
Pity = {(s,tte): (s,t) € P}

L’élément (s, P,t) du semigroupe S T peut alors étre identifié avec la matrice

9

et le produit du semigroupe au produit matriciel. Le morphisme @ o1 : At — S o T est
obtenu en posant, pour toute lettre a de A,

_ [ vla) {(p(a),1),(1,9(a))}
po(a) = ( 0 ¥(a) )
On a alors

Théoréme 3.5.37 (Schiitzenberger) Soient A un alphabet, S et T deux semigroupes
qui reconnaissent respectivement deux parties Lg et Ly de A*. Alors S o T reconnait Lg,
LT, LS U LT, LS N LT et LS . LT.

Pour en obtenir la preuve, il suffit de se convaincre que si (s, P, t) est 'image d’un mot
u de AT par po1) alors s et ¢ sont respectivement les images de u par ¢ et v, et P contient
exactement les couples (p(v), ¥ (w)) tels que u = vw avec v, w € A*.

Carton [Car93] a adapté le produit de Schiitzenberger aux langages de mots de longueur
w:siSet (Ty,T,) sont respectivement un semigroupe et un w-semigroupe alors S ¢ 7T est
I'w-semigroupe de support (S oT,,[S* x T,] x T,,). Les éléments de [S* x T,] x T,, sont
identifiables a des matrices colonnes, et le produit d’un élément de S o7’ et d’un élément
de [S* x T,,] x T,, au produit de matrice habituel. L’application w : ST, — [S* x T,,] x T,
est définie par

( s1 P >°’ _ ( {(sts,tt4) : k € Net (s,t) € P} )

0 t 1

avec la convention que s = 1. On a alors une généralisation du théoréme 3.5.37 :
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Théoréme 3.5.38 (Carton) Soient A un alphabet, S et T respectivement un semigroupe

et un w-semigroupe qui reconnaissent Lg C AY et Ly C A¥. Alors SoT reconnait Lg, Ly,
LS U LT; LS N LT et LS . LT-

Nous étendons maintenant le produit de Schiitzenberger aux w-semigroupes.

Soient ¢ : Al — S et ¢ : Alb*1l — T deux morphismes d’w;-semigroupes. Le
produit de Schiitzenberger de S et de T, noté S ¢ T, est I'wi-semigroupe de support
S x [S' x T'] x T dont les éléments sont identifiables & des matrices 2 x 2, le produit est
défini par le produit matriciel et ’application w : ST — S o T par

( s P )‘“ _ ( s(; {(s*s, ') : k € Net (s, ) € P} U {(s*,1)} )

0 ¢ v

avec la convention que s° = 1. On vérifie facilement que le produit est associatif, que
s(ts)Y = (st) et (s") = s¥ pour tout n € N* et s, € S oT. On définit le morphisme
porp: Albwil 5 § o T par

_ [ ela@) {(v(a),1),(1,4(a))}
S0<>¢(a)—( 0 ¥(a) )

et par application de la proposition 3.5.7, de maniere analogue au cas des mots finis.
Voici 'extension des théoremes 3.5.37 et 3.5.38 attendue :

Théoreme 3.5.39 Soient A un alphabet, S et T deux wi-semigroupes qui reconnaissent
respectivement deuz parties Lg et Ly de Al Alors S o T reconnait Lg, Ly, Lg U Ly,
LS N LT et LS . LT.

Preuve Nous allons montrer que si u € A1l alors

[ eu) {(e),y(w)):v,we A et u = vw}
pop(u) = ( 0 () )

Le théoréme s’en déduit directement. La preuve fonctionne par induction sur |u|. Si |u| =1
le résultat vient immédiatement de la définition de o). Supposons maintenant que v = va,
ol a est une lettre, et que le résultat soit vrai pour v. On a alors ot (u) = poh(v)- o (a)
ce qui est égal, par hypothese de récurrence, a

( o(v) {(p(v1), ¥(ve)) 1 v1,v2 € A et v = viva} ) , ( p(a) {(p(a),1), (1,9(a))} )
0 ¥(v) 0 ¥(a)

c’est-a-dire, par définition du produit,

( p(u) {(p),1), (p(v), ¥(a)} U {(p(v1), P(v20)) : v1,v2 € A et v = w105} )
0 (u)

d’ou le résultat. Supposons maintenant que |u| € Lim, et que 1’énoncé soit vrai pour tout
mot de longueur inférieure a |u|. D’apres le théoreme 3.3.7 il existe une suite (u;)i<, de
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mots sur A et un couple lié (s,e) de S o T tels que ¢ ¢ ¥(ug) = s, ¢ © 1Y (u;) = e pour tout

entier 7 positif et u = [],_, u;. Posons

. S1 P1 . S9 P2 w S3 P3
S‘(o t1> e‘(o t2> 6‘(0 t3>
Nous allons montrer que

Py ={(p(v),p(w)) :v,w € A et [] wi=ow} (3.12)

0<i<w

Soient v et w tels que [ [, ., % = vw. Siw = Aalors v = [, %, et on a (¢(v), Y(w)) =
(e“,1), qui appartient & Ps par définition. Sinon, v = (H0<i§k u)v' et w=w'[[, i, i
pour un certain entier k et v, w’ € A< tels que v'w' = ug;;. Comme @ o Y(ugy1) = € et
lug11| < |u|, par hypothese de récurrence il vient (o(v'), 1 (w')) € Py, et (skp(v'), v(w')ty) €
P; par définition de P;. Supposons maintenant que (s,t) € Ps. Si (s,t) = (s4,1) alors en
posant v = [[o,. ui et w =1 on avw = [y ;. ui et (¢(v),¥(w)) = (s,t). Sinon,
par définition il existe (s',#) € P, et un entier k tels que s = sks’ et ¢t = 'ty. Par
hypothése de récurrence, il existe v, w € A< tels que vw = ug11, s = @(v) et t' = P(w).
Donc s = sks' = P(([Tocick wilv) et ¢t = 13 = P(w]]; 14, ui) et par conséquent
(s,t) appartient au membre droit de ’égalité 3.12, ce qui finit de montrer 3.12. Comme

évidemment s3 = @([ ;e %) €t t3 = V([ [g<ic, us) il vient que

o, v),Y(w)) :v,w € A et [[o e, Ui = VW
goow( H U'z) — ( (P(H0<(5<w ) {(90( ) ¢( )) w(1§10<i<w uf) H } )

0<i<w

Maintenant,

pot(u) =po(ug) - pot( H u;) = < gD(OU) 81P13ﬂzflt3 )

0<i<w

Il reste a vérifier que s; P3U Pits = {(¢(v),¥(w)) : v,w € A<¥! et u = vw}. Supposons que
(s,t) soit un couple du membre gauche de 1'égalité. On a alors (s,t) € s;P3 ou (s,t) € Pits.
Supposons que (s,t) € s P3, 'autre cas est similaire. Il existe donc (s',t) € Pj tel que
s = 5158, et donc v,w € A tels que vw = [[; ., %i» ©(v) = s et ¢(w) = t. Comme
o(ugv) = s18' = s et upvw = u le couple (s,t) appartient au membre droit de I’égalité.
Passons & la réciproque. Soit (¢(v), % (w)) un couple du membre droit de ’égalité. On a
vw € A<¥! et u = vw, et donc ou bien v = ugv’ ou bien uy = vv’ avec v’ € A<¥!. Supposons
que v = upv', 'autre cas est similaire. On a alors (¢(v'), ¥ (w)) € Ps et p(v) = @(ug)p(v') =
s1¢(v") donc (p(v),¥(w)) € s1Ps. \%

Produit en couronne

Nous généralisons maintenant une autre opération importante sur les w;-semigroupes,
le produit en couronne de deux w;-semigroupes. Cette opération a été généralisée aux
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mots de longueur w par Carton [Car93|. Le produit en couronne est lié aux applications
séquentielles. Soient A et B deux alphabets finis. Une application séquentielle o :
A¥t — B<“ est une application décrite par un transducteur. Un transducteur est
un sextuplet < @, A, B,q,-,* > ou < Q,A,-,{q},0 > est un D-automate déterministe
complet et x est une application de sortie, c’est-a-dire une application de ) x A dans B<“!
qu’on peut naturellement étendre en une application de Q x A<** dans B<“! en posant

—gx A=A,

~ grua=(g+u)((g-u)*a),

— si |u| € Limet u =[], u; alors ¢ xu =[], (¢ (I[;;u5)) * wi.

Une application o : A<¥* — B<“! est dite séquentielle s’il existe un transducteur
< Q,A,B,qo,-,* > tel que o(u) = qo * u pour tout mot u € A<,

Si E et E' sont deux ensembles nous notons E¥’ I'ensemble des applications de E' dans
E.

Définition 3.5.40 Soient S et T deuzr wi-semigroupes finis. Le produit en couronne
SoTl de S et deT est l’ensemble fini ST % T muni du produit

(fi, t1)(fo, t2) = (t = fi(t) f2(tt1), trta)

et de l'opération w

(fi,t)” = (t = fult) fr(tt1)”, 1))

que nous ne définissons que sur les idempotents par application de la remarque 3.5.5.

On vérifie facilement que S o7T" est un w;-semigroupe.

Théoréme 3.5.41 Soient A et B deux alphabets finis, o : A%t — B<“' une applica-
tion séquentielle réalisée par un transducteur < @Q, A, B, qo,-,* > et M (o) l'wi-monoide
construit o partir de < Q, A, -, {qo},0 > dans la sous-sous-section 3.5.2. Si L. C B<*' est
reconnu par un w-monoide M, alors c=1(L) est reconnu par M o M(o).

Preuve Notons p le morphisme de A<¥* dans M (o) et ¢ : B<“* — M celui qui reconnait
L. Soit ¢ : A<“* — M o M (o) le morphisme d’w;-semigroupes défini par, pour toute lettre
a € A,

Y(a) = (t — ¢(qot * a), u(a))

Le diagramme suivant résume la situation :
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Lemme 3.5.42 Pour tout mot u € A<“! on a

() = (t = @(got * u), p(u))

Preuve Par induction sur |u|. Le résultat est évidemment vrai pour |u| = 1 par définition
de 1. Si u = va alors

p(va) = (t = p(qot * ), u(w))(t = ¢(got * a), u(a))
= (t = @(qot * u))p(qotu(u) * a), p(ua))
= (t = ¢((qot * u)(gotp(u) ¥ a)), p(ua))
( (

t — @(qot * ua), p(ua))

Si maintenant |u| € Lim d’apres le théoreme 3.3.7 il existe un couple lié (s, e) de M oM (o),
un couple lié (s',€') de M(o) et une suite (u;);<., de mots de A<“* tels que v =[], u;,
W(ug) = s, p(ug) = ' et P(u;) = e et u(u;) = € pour tout entier i positif. En particulier
on a
o (gotp(uour) * ur) = @(qotu(] [ uy) * w:)
j<i

pour tout entier ¢ positif. On a donc, en utilisant ’hypothese de récurrence,

( ( p(u ), (1))

( (qot * o), u(uo))(t — w(got * ur)p(qotp(ur) * u1)“, p(u1)”)
= (t = @(qot * uo)p(gotuu(uo) * u1)(qotp(uour) * u1)?, p(u))

( ( )e(qotp(uour) * u1), p(u))

( ( )

)

0))(t = ©(got * uy

\%
Comme o(u) € L si et seulement si ¢(go * u) € (L), M o M(c) reconnait o='(L). V

3.5.5 Structure des w;-semigroupes

Nous donnons maintenant quelques propositions relatives a la structure des w;-semi-
groupes finis. Les résultats présentés ici sont facilement adaptables aux w™-semigroupes
finis.

Pour ce qui concerne la structure multiplicative du semigroupe nous renvoyons au cha-
pitre 3 de [Pin84]. Tout au long de cette sous-section S est un wi-semigroupe fini.

Proposition 3.5.43 Soient e et € deuz idempotents de S. Si e D €' alors e” L €.

Preuve D’apreés la proposition 3.3.5 il existe z,y € S tels que e = zy et ¢ = yz. Donc
Y = (zy)¥ = z(yz)¥ =z’ et € = (yz)* = y(zy)* = ye ce qui prouve que e* L. V
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Proposition 3.5.44 Soient e et € deuz idempotents de S. Si e R €' alors e¥ = e'”.

Preuve Comme e R €' il existe z tel que €'z = e. D’apres la proposition 3.3.5 ee’ H €,
c’est-a-dire e'ze’ H €. Posons h = ¢'ze’. Comme H(e') est un groupe de neutre ¢’ d’apres
la proposition 3.3.4, il existe un entier n positif tel que A" = €'. Posons maintenant y =
h"=te'v. On a €'y = €' (e've')"te'v = ('v)" = e = e et ye' = (e've')"e've’ = (e've')" =
¢'. Donc e = (e'y)¥ = €'(ye')¥ = e'e’” = €. \%

La proposition suivante montre, comme le théoreme 2.5.2 en conjonction avec les
théoremes 2.6.1 et 3.5.17, que tout langage reconnaissable par w;-semigroupe contient un
mot de longueur inférieure a w® :

Proposition 3.5.45 Soient A un alphabet, S un wy-semigroupe fini, ¢ : A<t — S un
morphisme d’w;-semigroupes, x € S et u le plus court mot de A<“* tel que p(u) = x. Alors
lu| = Z?:i wlaj avec a; >0 et Y70 ja; <|S|.

Preuve Il suffit d’utiliser les théoremes 3.5.17 et 2.5.2 pour montrer que |u| < w*. Posons
lu| = Z?:i w’a; avec a; > 0. Supposons que Z;:o a; > |S]. Soit (3]-)159-32;;:0 o) la suite
d’éléments de S définie par (I < a;—g—1)

i—k
Szézi_kaj—l—l = (‘D(U[O, ijaj + wz_k_ll[)
j=i

Si Z;:o a; > |S] il existe deux entiers k et [ (k < [) plus petits ou égaux a Z;:o a; tels
que s, = s;. Soient (avec Iy < @, —1 €t ly < @j—g,—1)

k= iaj-l—ll et l= i&jﬁ-lg

j=i—k1 j=i—ka
On pose
i—k1 i—k2
w=ul0,) wa;+w L[ et v=u[) wa;+w T, ful]
j=i j=i

On a p(w) = sg. Posons ¢(v) =y. On a ¢(u) = spy = 2. Comme
0
v| = W N (a1 — l) + Z w’a;
j=ti—ka—2

et comme soit ky > ky, soit ky = k; et [y > [, on peut vérifier que |wv| < |uf, or p(wv) =
@(w)p(v) = sy = z, ce qui contredit 'hypothese, donc 3 7 _,a; < |S|. \Y
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3.5.6 Variétés

Nous étendons maintenant le théoreme d’Eilenberg, qui établit une bijection entre les
pseudo-variétés de monoides et les variétés de langages rationnels de mots finis aux langages
de mots reconnaissables par w;-monoides. Nous renvoyons a [Eil76, Pin84] et [PP97] pour
les analogues sur respectivement les mots finis et de longueur w. Tous les w;-monoides
considérés ici sont finis, exceptés les wi-monoides libres.

Nous commencons par rappeler que les pseudo-variétés d’w;-monoides sont définissables
par des suites d’identités. Ce résultat est issu de la théorie des algebres universelles. Pour
les preuves, nous renvoyons & [Alm94].

Définition 3.5.46 Soit V' un ensemble de variables. L’ensemble des termes T sur V' est
défini récursivement par les regles :

-stx eV alorsx eT,

-stix,y €T alorsxz-yeT,

- stz €T alors (z) €T,

-six €T alorsx® €T.
On dénote par p(vq,...,v,) un terme p sur l’ensemble de variables {vi,...,v,}. Si S est
un wi-monoide et s1,...,8, € S on dénote par p(sy,...,S,) le terme p(v1,...,v,) dans
lequel v; a été remplacé par s; pour tout 1 <1 < n.

Définition 3.5.47 Soit V un ensemble de variables. Une identité sur V' est une égalité
p=q ou p et q sont des termes sur V. On dit qu’un w,-monoide S satisfait une identité
p(v1, -2 vn) = q(vr,...,0), et on écrit S E p = q, si p(s1,--.,8.) = q(s1,...,8) pour
tout s1,...,s8, € S. L’ensemble des wi-monoides qui satisfont un ensemble I d’identité est
dénoté par [I].

Nous omettrons par la suite d’indiquer I’ensemble V' sur lesquels les identités sont
construites.

Théoréme 3.5.48 (Eilenberg et Schiitzenberger) Soit V' une pseudo-variété d’'w,-monoides.
Il eziste une suite (tn)nen d’identités telle que V= Ugen|in : 1 > k.

Nous utilisons maintenant les pseudo-variétés d’w;-monoides pour classifier les langages
D-reconnaissables par les propriétés algébriques de leur w;-monoide syntaxique.

Si V est une pseudo-variété d’w;-monoides et A un alphabet, on dénote par A<“'V
I’ensemble des langages reconnaissables de A<“* dont I’'w;-monoide syntaxique est dans V.
Autrement dit,

Proposition 3.5.49 A<“'V est l’ensemble des langages de A“* reconnus par un w-
monoide de V.



106 Semigroupes

Preuve L’inclusion de la gauche vers la droite est triviale. Soit maintenant L un langage
de mots de A<“! reconnu par S € V. Comme S(L) < S et que V est fermé par division
alors S(L) € V, donc L € A<1V. \Y

Définition 3.5.50 Une classe de langages reconnaissables est une application C qui
associe a chaque alphabet A un ensemble A<“'C de langages reconnaissables de A<“!.

Définition 3.5.51 Une variété de langages V est une classe de langages reconnaissables
telle que
— pour tout alphabet A, si L, L' € A<V et u € A<“t alors LUL' € A1V, A<“1 — [ €
A<y y L € A<V, Lu~t € A<V et finalement Lu~% € A<«
— 80 At — B<“1 est un morphisme d’wi-monoides libres et L € B<“'V alors
e (L) € A1y,

Soit V une pseudo-variété d’w;-monoides. L’application V' — )V associe a V une classe
de langages reconnaissables. Il n’est pas difficile de vérifier que cette classe V est une variété
de langages.

Proposition 3.5.52 Soient V' une pseudo-variété d’w,-monoides et V une classe de lan-
gages reconnaissables tels que V. — V. Alors V est une variété de langages.

Preuve Soient A un alphabet, L, L' € A<“'V et u € A<“*.Ona S(L),S(L') € V. D’apres
les propositions 3.5.15 et 3.5.16 le premier point de la définition de variété de langages
est vérifié. Soient maintenant A, B, ¢ et L comme dans le second point. Soit également
¢+ B<“t — S(L) un morphisme de w;-monoide qui reconnait L. On a S(L) € V. Le
morphisme ¢” = ¢y’ composé reconnait L, donc p~!(L) € A<“'V. La situation est résumée
par le diagramme suivant :

B —¥ . (L)
(p (pll
A<w1

Pour prouver le théoreme des variétés

Théoreme 3.5.53 L’application V. — V est une bijection entre les pseudo-variétés d’w;-
monoides et les variétés de langages.

Nous avons besoin des deux propositions suivantes :

Proposition 3.5.54 Soient V' une pseudo-variété d’wi-monoides et S € V. Il existe un
alphabet fini A et k langages Ly, ..., Ly € A<“1Y tels que S < ngigk S(L;).
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Preuve Comme S est fini il existe un alphabet fini A et un morphisme d’w;-monoides
surjectif ¢ : A<“* — S. Pour tout s € S le langage L, = ¢ '(s) est reconnu par S, donc
L, € A<¥1Y. Soit maintenant ~ la relation d’équivalence sur A<*! définie par u ~ v si et
seulement si u ~, v pour tout s € S. Si u ~ v alors u ~p,, v, et comme u € Ly(,) on a
aussi v € L), donc ¢(u) = ¢(v). D’apres la proposition 3.5.12

A o < [ A o, = [[ SEs)
SES SES

Comme u ~ v = @(u) = ¢(v), ~, est moins fine que ~ donc, en utilisant la proposi-
tion 3.5.13, A<¥t /~, < A</~ et finalement, comme ¢ est surjective, S est isomorphe &
A<t /[~ d’ot e résultat. \Y

Proposition 3.5.55 Soient V une variété de langages, A un alphabet fini et L € A<“1).
Soit ¢ : A<“t — S(L) le morphisme syntazique de L. Alors ¢='(s) € A<V pour tout
se S(L).

Preuve Soient w € A< et
Cf(w) = {(u,v) € A x A% : ywv € L}

et

Cl(w) = {(vi)icm € (A<¥")™ pour tout entier m > 1 :
Vo (... (((wv1)%v9) v3)“ ... )*vy, € L}

D’apres la définition de la congruence syntaxique ~y, si u,v € A<“! on a u ~p v si et
seulement si Cf(u) = C7(v) et Cf(u) = Cf(v). Cest-a-dire

plow)={ (] w'Lv'- |J w'Le!

(uw)EC (w) (u0)ECF (w)
ﬂ ﬂ ﬂ vy ‘Lot oY — U vo 'Lt v
I<m<w \ (v;)i<m €CF (w) (v3)i<m#CF (w)

Comme L est reconnaissable, S(L) est fini d’apres la proposition 3.5.31 et comme d’apres
la proposition 3.5.15 S(L) reconnait chacun des résiduels ces derniers sont en nombre fini.
Finalement, la proposition 3.5.35 montre que le nombre d’opérations booléenes de 1'égalité
précédente est fini. Le résultat vient des propriétés de fermeture des variétés de langages.

\Y

Nous retournons maintenant a la preuve du théoreme des variétés :
Preuve du théoreme 3.5.53. Nous montrons d’abord que V' — V est injective, i.e. si
V et W sont pseudo-variétés de wi-monoides et V. — V et W — W alors V = W
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implique V.= W. Si § € V d’apres la proposition 3.5.54 il existe un alphabet A et
Ly,...,Ly € AV tels que S < [[i<;j<x S(Li). Comme par hypothese de récurrence
YV =Wona Ly,...,L, € AW,/ il suit que S(L;) € W pour tout 1 < i < n, donc
S € W d’apres les propriétés de fermeture des pseudo-variétés d’w;-monoides. Si S € W
on montre que S € V en utilisant exactement les mémes arguments. Donc V = W implique
V=W.

Il reste & prouver que V. — V est surjective. Soit ¥V une variété de langages, et V
I'intersection de toutes les pseudo-variétés d’w;-monoides qui contiennent les w;-monoides
syntaxiques des langages de A<“') pour un alphabet A. Comme 'intersection d’une famille
de pseudo-variétés d’w;-monoides est encore une pseudo-variété d’w;-monoides, V en est
une. Supposons que V. — W; on montre que ¥V = W. Si L € A<“YV alors S(L) € V,
donc L € A<“1W, ce qui prouve que A<“1) C A<“1W. Passons a l'inclusion inverse. Si
L € A<“'W alors S(L) € V, et d’apres la définition de V il existe un entier positif n,
une famille (4;)1<;<n, d’alphabets et L; € AS“'V pour tout 1 < i < n tels que S(L) <
[licicn, S(Li) = S. Soit m; : S = S(L;) pour 1 < 4 < n la famille de morphismes d’w;-
monoides définie par m;((s1,...,8,)) = 8. Comme S(L) < S il existe un morphisme
o A<t — Set P C S tels que P = ¢~ 'p(L). Soit ; = m; pour chaque 1 < i < n.
Pour tout 1 < i < n on dénote par 7; le morphisme de A:“' dans S(L;). Finallement
soit ; : A1 — AT Papplication définie par ¢;(a) = b, ol b est un élément choisi de
n; '¢i(a). On vérifie facilement que v; est un morphisme d’w;-monoides. On a le diagramme
suivant :

Y

A<W1 Ai<w1

Maintenant, comme L = ¢ }(P) = Uyes¢ '(s) et les variétés de langages sont fermées par
union, pour prouver que L € A<“'V il suffit de montrer que ¢ !(s) € A<“'}V pour tout
s € S. De plus, si s = (s1,...,8,) on a @ *(s) = Nici<ntp; '(si), et comme les variétés
de langages sont fermées par intersection, il suffit de montrer que chaque composante de
I'intersection est dans A<“'V. Finallement, comme @; = n;;, ©; © = ¥; 'n;", et comme ;
est un morphisme d’w;-monoides libres il suffit de montrer que 7;*(s;) € AS'V, ce qui
découle directement de la proposition 3.5.55. \Y

Nous donnons maintenant un exemple de variété, qui est une extension de la variété J
sur les mots finis.

Théoréme 3.5.56 Soient A un alphabet et u € A<*'. Posons C(u) = {a € A : u €
A<1gA<w1}, Soit V = [2? = x, 2y = yz,2% = x|, et supposons que V. — V. Alors

AV = {L € Rec(A<“"):Yu € LYv € A" C(u)=C(v)=>wv e L}
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ot Rec(A<*') dénote I’ensemble des langages reconnaissables de mots de longueur dénombrable
sur A.

Preuve Soit L appartenant au membre droit de I’égalité et ¢ : A<“* — S(L) le morphisme
syntaxique de L. Soit u € A<“'. Comme C'(uu) = C(u) on a nécessairement ¢(uu) = ¢(u),
donc x? = x pour tout z € S(L). On utilise le méme argument pour montrer que zy = yx
et ¥ = x pour tout z,y € S(L). Soit maintenant L dans le membre gauche de 1’égalité,
et o : A<t — S un morphisme d’w;-monoides qui reconnait L et tel que S € V. Soit
deux mots u,v € A" tels que C(u) = C(v). On montre que ¢(v) = [[,cc(,) ¥(a) par
induction sur |v|. Remarquons que I’ordre des lettres pour le produit n’a pas d’importance
puisque zy = yx. Si |v| = 1 le résultat est immediat. Supposons le résultat vrai pour tout
mot de longueur « et que [v| = a+ 1. On a v = v'a avec a € A et |v'| = «, donc p(v) =
2('a) = ([oeoq #(@)e(a)- Sia € C'), on a C(v) = C(W'), et 9(0) = ([Teoqw) #(a)
comme zy = yz et 2” = x. Sinon, p(v) = ¢(v')¢(a) = ([Leecw ¥(@) (@) = [loccw) #(a).
Donc le résultat est vrai pour |v| = a + 1. Supposons maintenant que |v| = £ € Lim.
Si A est fini, d’aprés le théoreme 3.3.7 il existe un couple lié (s,e) de S et (v;)en tels
que v = VoU1Vs ..., (o) = s et ¢(v;) = e pour tout entier 7 positif. Comme se = s et
e? = e et A est fini on peut choisir (v;);en de telle fagon que toute lettre qui apparait
dans vyv, ... apparaisse aussi dans vy, et C(v;) = C(v;) pour tout entiers ¢ et j positifs.
En utilisant ’hypothese de récurrence et ’égalité e¥ = e on obtient ¢(v) = se¥ = se =
[accwoyuc) ©(@) = Iliccw) (a)- Si A est infini on obtient le résultat a partir du cas fini
de la maniére suivante : si a € A, pour tout ((a) on choisit @ € A tel que @ € p~'¢(a). Si
U = apG1Qz ... ON POSe U = Goa1a; - . .. On a (v) = (V) et C (V) est fini. Le cas ou A est fini
prouve que (V) = [[,c ¢ ¢(a)- I suffit donc de prouver que [ [, o) #(a) = [Taeonw) ©(a)-
Soit (i;)en la suite des indices de premiere apparition de chaque lettre dans v. On a que
C(v) = Ujen{a, }. Maintenant, si a € C(v) il existe i tel que @; = a. Choisissons i le
plus petit possible. Alors a; apparait pour la premiere fois dans v, donc il existe j tel
que i = ij, et @ € Ujen{@y, }. Il vient donc C'(v) = Ujen{as,} comme @; € C(7). Donc
Haec(ﬁ) 90(0') = HaeC(v) 90(0’) \Y

On remarque que comme pour le cas des mots finis, on peut donner une version du
théoreme des variétés qui traite les wi-semigroupes plutot que les wi-monoides. Il faut
alors partout remplacer le terme “w;-monoide” par “w;-semigroupe”, et A<“t par All«il,
Seule la définition de la congruence syntaxique reste inchangée.






Chapitre 4
Logique

Nous définissons maintenant des langages en formalisant les propriétés des mots qui
les composent a ’aide de formules de logique. La logique que nous allons utiliser, appelée
calcul séquentiel, a été introduite par Biichi en 1962 [Biic62].

Dans ce chapitre nous redonnons une preuve d’un résultat de Biichi : les langages
définissables par des énoncés de logique du second ordre monadique de I'ordre linéaire sont
exactement les langages D-reconnaissables. Ensuite, nous étendons le théoreme d’équivalence
entre langages (de mots finis) reconnus par semigroupes finis apériodiques, langages sans
étoile et langages définis par énoncé de logique du premier ordre aux mots de longueur
inférieure a w" en utilisant les jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé. Nous donnons en particulier une
preuve que les langages définis par des formules de logique du premier ordre de 1'ordre
linéaire sont exactement les langages sans étoile, et ceci indépendamment de la longueur
des mots sur lesquels sont interprétés ces deux modeles. Les jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé sont
notamment utilisés pour passer d’un énoncé de logique du premier ordre de I’ordre linéaire
a un w"-semigroupe apériodique qui reconnait le méme langage. La méthode employée,
tres simple, permet également de passer d’'un énoncé de logique du premier ordre a un
semigroupe apériodique, un w-semigroupe apériodique ou un wi-semigroupe apériodique
suivant la longueur des mots sur lesquels sont interprétées les formules de logique. Finale-
ment, le passage d'un w”-semigroupe apériodique & une expression sans étoile se fait par
induction sur la structure en D-classes de 1’'w"-semigroupe.

Nous commencgons par décrire la syntaxe des formules de logique que nous utilisons,
nous en verrons ensuite leur sémantique, c’est-a-dire le sens que nous leur donnons. Dans
la troisieme section nous redonnons la preuve du théoreme de Biichi. La quatrieme section
est dédiée aux langages sans étoile de mots de longueur inférieure a w”. Elle est divisée
en cing sous-sections. La premiére est une présentation des jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé.
Dans la seconde nous donnons un algorithme pour construire un énoncé ¢ du premier
ordre (de l'ordre linéaire) & partir d’un ensemble E, tel que £(#) = E, en procédant par
induction sur les regles de construction de E. Dans la troisieme nous montrons que 1'w"-
semigroupe syntaxique d’un langage défini par un énoncé du premier ordre est apériodique
en utilisant les jeux. Dans la quatrieme nous prouvons que la classe d’équivalence d’un mot
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pour les jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé en n coups s’obtient par induction sur n en utilisant
des combinaisons booléennes et des produits de concaténation en nombre fini. Comme
les langages défini par énoncé du premier ordre sont union de telles classes, et que ces
derniéres sont en nombre fini, ils sont sans étoile. Enfin dans la derniére nous montrons
que les langages reconnus par w"-semigroupes finis et apériodiques sont sans étoile.

Tout au long de ce chapitre les alphabets sont supposés finis.

4.1 Syntaxe

Soit A un alphabet. Les formules de logique du second ordre que nous allons employer
sont construites a partir de variables d’individus, de variables d’ensembles, de prédicats
binaires, de formules atomiques, d’un quantificateur et de deux opérateurs booléens. Les
variables d’individu, qu’on appelle aussi variables du premier ordre sont notées par des
lettres minuscules z, y, 2, x1, y1, 21, - . . . Les variables d’ensemble, aussi appelées variables du
second ordre, sont dénotées par des lettres majuscules X,Y, Z, X1, Y, Z;,.... Un prédicat
binaire P est une relation entre deux variables d’individus. Les formules atomiques sont soit
un prédicat binaire P appliqué a deux variables d’individus z et y, et la formule atomique
correspondante est alors x Py, soit de la forme R,(x), ol z est une variable d’individu et a
une lettre de 1’alphabet, soit de la forme X (z), olt = est une variable d’individu et X une
variable d’ensemble. L’unique quantificateur que nous utiliserons est le quantificateur 4.
Finalement, nous emploierons les deux opérateurs booléens de négation — et de disjonction
V. En général, les formules de logiques seront notées par les lettres grecques ¢ et .

Les formules de logique du second ordre sont définies par induction en suivant les regles :

— toute formule atomique est une formule,

— si ¢ et ¥ sont des formules, alors ¥ V ¢ aussi,

— si ¢ est une formule, alors —¢ aussi,

— si ¢ est une formule et x une variable du premier ordre, alors Jx¢ aussi,

— si ¢ est une formule et X une variable du second ordre, alors 3.X ¢ aussi.

Une formule v qui apparait dans la formation par les regles précédentes d’ une autre formule
¢ est une sous-formule de ¢. En particulier ¢ est une sous-formule de ¢.

Nous nous servirons de formules de logique du second ordre particuliéres, ou 'utilisation
de variables du second ordre est interdite. Ces formules sont dites formules de logique du
premier ordre. Ainsi, si X et x sont respectivement des variables du second et du premier
ordre, alors X (x) n’est pas une formule atomique du premier ordre et si ¢ est une formule
de logique, alors 3X ¢ n’est pas une formule du premier ordre. Si ¢/ n’est pas une formule
du premier ordre, alors =%, ¥ V ¢, ¢ V 1 et dx1)p, ol x est une variable du premier ordre,
ne le sont pas non plus.

Définition 4.1.1 La hauteur de quantificateur hq(¢) d’une formule de logique ¢ est
définie par induction sur les regles de formation des formules :
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R.(z)) =

(

(¢ -
— hq(=¢) = hq(9),
~ hq(3z) = 1+ hq(9),
- hq(3X¢) =1+ hq(¢).

Définition 4.1.2 L’ensemble F'V (¢) des variables libres d’une formule de logique ¢ est
également défini par induction sur les régles de formation des formules :

- FV(zRy) = {z,y}, - FV(=¢) = FV(9),
— FV(Ry(2)) = {x} - FV(3z¢) = FV(¢) — {z},
-~ FV(pVy)=FV(g) UFV (), - FV(3X¢) = FV(¢) — {X}.

Nous noterons FV S(v) (resp. FV F (1)) l’ensemble des variables du second (resp. pre-
mier) ordre de .

Une occurrence d’'une variable du premier ou du second ordre de nom z dans une
formule ¢ est liée s’il existe une sous-formule ¢ de ¢ qui contient I'occurrence et telle
que x & FV (1), elle est libre sinon. Un énoncé est une formule qui ne contient pas de
variables libres. Quitte a renommer des variables, nous supposerons que pour chaque nom
de variable x (resp. X), 3z (resp. X ) apparait au plus une seule fois dans une formule,
et que si ¢ est une formule telle que x € FV(¢) (resp. X € FV(¢)), alors Jz1p (resp.
1X1)) n’est pas une sous-formule de ¢. En d’autres termes, nous supposerons que toutes
les occurrences d’'un méme nom de variable dans une formule font référence a la méme
variable.

Nous n’utiliserons qu’un prédicat binaire, noté <. Nous notons SO[<] (resp. FO[<]) la
classe des formules du second (resp. premier) ordre qui n’utilisent que le prédicat < (resp.
<).

Nous ajoutons les parenthéses a la syntaxe pour plus de clarté. De plus, pour simplifier
I’écriture des formules nous définissons les abréviations suivantes :

— 1 A ¢ pour —(—) V =), —z<ypourz<yVz=y,
— Y — ¢ pour YV ¢, — Va1 pour ~dx—1,
— Y < ¢ pour (Y — @) A (¢ — 1), ~ Wz o) pour Va((z <z Az <y) = 1),
-z =y pour (—x <y A (—y < z), — Fz Y pour Jx(z <z Az <yA),
—zrz=y+1lpoury < zA(—-Jzy < zAz < — Succ(z) pour Jy z =y + 1,

x), — Lim(z) pour =Succ(x).

Exemple 4.1.3 Soit A = {a,b} un alphabet. La formule

AXIYVz(Vy(z < y) — X(2))
A Vﬂ?l X(.Tl) — (Ra(.Tl) N E|y1 Yy =21 + 1A Y(yl))
A ng Y(J?Q) — (Rb(xz) N Vyg Yo = To + 1— X(yg))



114 Logique

est un énoncé du second ordre.

Exemple 4.1.4 Soit A = {a,b} un alphabet. La formule
(V:E(—'Ely r=y+1— Ra(x)))/\<V:c1Ra(x1) — (Elyl n=x1+1A Rb(yl)))

A (ng (Eyg To < Yo A Rb(xg))—> dzz2=a29+1A Ra(z)>

est un énoncé du premier ordre.

4.2 Sémantique

Nous expliquons maintenant l'interprétation de ces formules de logique. Nous utilisons
pour cela la notion de mot marqué introduite par Perrin et Pin [PP86], que nous présentons
comme dans [Str94].

Définition 4.2.1 Soient V' et V' respectivement des ensembles finis de variables du pre-
mier et du second ordre, A un alphabet et o un ordinal. Un (V,V')-mot marqué de lon-
gueur o sur A est un mot u = ((ag, Vs, V3))p<a de longueur o sur A x ([VIU®) x ([V']U®)
tel pour chaque élément x de V il existe une et une seule lettre de v qui contient x dans sa
seconde composante. Plus formellement, Ug.o,Vs =V et VN Vy =0 pour tout 8,7y < «
avec B # v. On ne pose pas de condition sur la troisieme composante des lettres.

Soit maintenant i une formule de logique du second ordre, A un alphabet, V et
V' respectivement deux ensembles finis de variables du premier et second ordre et u =
((ag, Vs, V3))p<a un (V,V')-mot marqué de longueur . On définit u = ¢ (lire u est un
modeéle pour ¢) par induction sur la construction de 1 de la facon suivante :

— u = Ry(z) si et seulement si il existe une lettre de u de la forme (ag, V3, Vy) avec

z € Vgetag=a,

—u | o <y siet seulement si il existe deux lettres (ag, Vs, Vy) et (a,,V,,V]) de u

telles que z € Vg, y € V, et B <,

— u = X () si et seulement si il existe 8 < « tel que la lettre (ag, Vs, V3) d’indice 8 de

u vérifie z € Vg et X € Vj,
— u = ¢ si et seulement si u = ¢,
— u = ¢V si et seulement si u = ¢ ou u =1,
— u = Jz¢ si et seulement si il existe § < « tel que le mot u dans lequel la lettre
(ag, Vg, V) d’indice 3 est remplacée par (ag, Vs U {z}, Vy) est un modéle pour ¢,

— u = 31X ¢ si et seulement si il existe un ensemble B éventuellement vide d’ordinaux
plus petits que « tel que le mot u dans lequel chaque lettre (ag, Vs, V) dont l'indice
est un élément de B est remplacée par (ag, Vg, V3 U {X}) est un modele pour ¢.

Exemple 4.2.2
(@, {y}, 0) (0, {z}, {X, Y})(c,0,{Z}) E Ra(y) Ny <z A X(2) A (T2 2 < 2 A Z(2))
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Remarque 4.2.3 On note que

1. Quelle que soit la formule ¢, et si x dénote une variable du premier ordre, A [ 3z ¢,
donec X\ E —3z¢, i.e. A = Vrd.

2. Siu est un (V,V')-mot marqué et que u = @, alors nécessairement FVF(¢) CV et
FVS(¢) S V"

Notons qu’un (@, §))-mot marqué sur un alphabet A peut étre vu comme un mot de A,
et réciproquement. Pour alléger les notations par la suite nous confondrons donc les deux
notions. Soit finalement ¢ un énoncé. L’ensemble des mots de longueur finie sur A défini
par ¢, noté L<¥(¢) est

L3(¢) ={u€ A :u k= ¢}

Plus généralement, si ¢ est une formule de logique, alors £L<¥(¢) est 1’ensemble des
(FVF(¢), FVS(¢))-mots marqués finis sur A qui sont un modele pour @, et L(¢) est
Pensemble des (F'VF(¢), FVS(¢))-mots marqués sur A qui sont un modele pour ¢.

Deux formules de logique ¢ et ¥ sont logiquement équivalentes, et on note ¢ = 1,
si L5(¢) = L=(y).

La proposition suivante est au cceur de ’effectivité des résultats que nous allons présenter :

Proposition 4.2.4 Soit V et V' respectivement des ensembles finis de variables du premier
et du second ordre, A un alphabet fini et n un entier naturel. A I’équivalence logique preés
il n’existe qu’un nombre fini de formules de logique de hauteur de quantificateur n.

On dit qu’une classe de formules de logique est décidable si, pour chaque formule ¢
de la classe, la question “existe t-il un mot marqué u qui soit un modele pour ¢ ?” est
décidable.

Ce théoreme marque le lien entre les langages reconnaissables et les langages définis
par formules de logiques :

Théoréme 4.2.5 (Biichi) Soit A un alphabet fini. Une partie L de A* est rationnelle si
et seulement si il existe une formule ¢ de logique du second ordre tel que L<“(¢) = L.

Pour une preuve nous renvoyons par exemple a [Str94]. Le théoréme montre en particu-
lier, avec le corollaire 2.1.8, que la logique du second ordre (et donc aussi celle du premier
ordre) est décidable.

Exemple 4.2.6 Soient A = {a, b} et ¢ I’énoncé de 'exemple 4.1.3. Alors L<¥(¢) = (ab)*.
Le premier terme de [’énoncé indique que l'indice de la premiére lettre du mot, s’il y a en
une, est dans X. Le second terme spécifie que tout élément de X est l’indice d’une lettre
a dans le mot, qui est suivie d’une lettre dont l’indice est élément de Y. Enfin, le dernier
terme indique que tout élément de Y est [indice d’une lettre b dans le mot, el que si cette
lettre n’est pas la derniere, alors l’indice de la suivante est un élément de X.

Plus particulierement, on a l’analogue du théoreme précédent pour les formules du
premier ordre :
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Théoréme 4.2.7 (McNaughton et Papert) Soit A un alphabet fini. Une partie L de
A* reconnaissable est sans étoile si et seulement si il existe un énoncé ¢ de FO[<] tel que

L£<(¢) = L.

Exemple 4.2.8 Soient A = {a, b} et ¢ I’énoncé de 'exemple 4.1.4. Alors L=Y(p) = (ab)*.
Le premier terme indique que toute lettre dont l’indice n’est pas successeur est un a. Le
second spécifie que tout a est suivi d’un b. Enfin, le dernier indique que st un b n’est pas
la derniére lettre alors il est swivi d’un a.

Or, (ab)* = (ab)T U {\}. Comme {A\} = 0 — Ugeaal et comme (ab)* est sans étoile (cf.
exemple 3.1.4), (ab)* l’est aussi.

En utilisant le théoréme 3.1.5 il vient :

Théoreme 4.2.9 Soit ¢ une formule de logique du second ordre. La question “existe t-il
une formule v de logique du premier ordre telle que LY (@) = L<¥(¢) 77 est décidable.

La logique sur les mots de longueur w est exactement la méme que celle sur les mots
finis, exception faite que les mots marqués ne sont plus de longueur finie mais de longueur
w. Les résultats énoncés sur les mots finis s’étendent aux mots de longueur w. L’utilisa-
tion des automates sur les mots finis est remplacée par celle des automates de Biichi, ou
indiffétremment ceux de Muller, et les semigroupes par les w-semigroupes. Si ¢ est une
formule de logique, ’ensemble des mots marqués de longueur w qui sont un modele pour
¢ est dénoté par LY(¢).

L’analogue du théoreme 4.2.5 pour les mots de longueur w est encore di a Biichi.
L’adaptation du théoreme 4.2.7 aux mots de longueur w est de Ladner [Lad77] et Tho-
mas [Tho79].

Exemple 4.2.10 Soient A = {a,b}, ¢ et 1) respectivement les énoncés des exemples 4.1.3
et 4.1.4. Alors LY(¢) = LY(¢) = (ab)®.

4.3 Equivalence entre D-automates et logique du se-
cond ordre

Nous redonnons dans cette section une preuve du théoreme 4.2.5 étendu aux mots de
longueur dénombrable en en adaptant simplement la preuve de [Str94], qui traite le cas
des mots finis.

On dénote par L<“1(¢) I’ensemble des mots marqués de longueur dénombrable qui sont
un modele pour ¢. Nous redonnons maintenant une preuve du théoreme suivant :

Théoréme 4.3.1 (Biichi) Soit A un alphabet fini. Une partie L de A<“' est D-rationnelle
si et seulement si il existe une formule ¢ de logique du second ordre tel que L<“'(¢) = L.
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Le sens de la preuve qui va des ensembles D-reconnaissables vers un énoncé du second
ordre utilise des arguments classiques. Plutot que d’'un D-automate on peut partir d’'un
B-automate : a partir d’'un B-automate A =< @, A, E, I, F' >, on construit un énoncé qui
définit le méme langage en codant les états par des variables du second ordre et en utilisant
des formules qui traduisent qu’un mot u est reconnu par le B-automate si et seulement
si il est I’étiquette d’un chemin réussi dans A, c’est-a-dire si et seulement si il existe des
ensembles (X;)eqn d’ordinaux inférieurs & |u| tels que (on suppose d’abord que A ¢ L£(.A))

1.
2.

6.
7.

0 € User Xy,
une des deux conditions suivantes est vraie :
(a) si |u| € Succ et |u| —1 € X alors il existe f € F' tel que (s, upy -1, f) € E,

(b) si |u| € Lim il existe {s1,...,s,} € F tel que les X, sont exactement ceux qui
contiennent une suite d’ordinaux cofinale avec |ul,

a € X, pour s € [@)] si et seulement si o € Lim,

.sia€ Xset a+ 1€ X, alors (8, uq,t) € E,

a € X, .s,) Si et seulement si les X, sont exactement ceux qui contiennent une
suite d’ordinaux cofinale avec «,

tout ordinal inférieur & |u| est dans un Xj,
tous ces ensembles soient deux a deux disjoints.

On code chacune de ces propriétés par des formules du second ordre :

1.
2.

3.
4.
2.

6.

Y1 =Vz(—-Jy y < 1) = Vier Xi(7),
o = tPoa A gy 011
(2) W20 = (Bz(Vy y <)) = 32((Vy ¥ < 2) Aseary (Xs(2) = Vs anjen Ra(2))),

§ =S

feFr

(b)

Yy = (—Ix(Vy y < z)) — \/ (( /\ Vydz y < 2z A Xsi(z))

{815-sSp}EF ~ 8;€{81,.-Sp}

/\ —Vydz y < z A Xt(z)),
tEQ_{SI,---,Sp}

Y3 = Va((Lim(z) Ay y < x) & Ve Xs(2)),
1/14 = Vach(y =zr+1— /\(s,t)E[Q](l)XQ,s;ét(Xs(x) A Xt(y) — v(s’,a,t’)EE’,s’:s,t’:tRa(x)):

¢5 = A Vm(X{Sl,...,Sp}(m) A
{Sl,---;SP}E[Q]

((/\516{81,,8p}v8‘y 3;’2 Xsl (Z)) /\tEQ—{Sl,...,Sp} _'ng H;Z Xt(Z))),

Yo = VT Vel X(x),
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7. Y1 = N spyeaye 32 (Xs (2) A Xi(2).
Si Qs ={s1,---,8} et A& L(A) on a alors

L(A) = LAX,, ---TX,, N<i<r i)
Side L(A)ona
ﬁ(.A) = E((V:r r = 37) V (Elel .. -E|X5p A1§i§7 Qﬁz))

Nous allons maintenant prouver la réciproque du théoreme. Soient A un alphabet et
¢ une formule du second ordre. Nous allons construire un D-automate A tel que £(A) =
L1(¢) par induction sur la structure de ¢. Soient V) et V, respectivement l’ensemble
des variables du premier et du second ordre qui apparaissent dans ¢, et L I’ensemble des
(V1, Va)-mots marqués de longueur dénombrable sur A. Sia € A et z € Vi, il est aisé de
construire un D-automate qui accepte uniquement les (V;, V2)-mots marqués de L dont la
lettre dont = est membre de la seconde composante a a pour premiére composante. En
d’autres termes les mots u € L tels que u = Ry(x). De méme pour les autres formules
atomiques. Comme le théoreme 2.4.4 montre que la classe des langages D-reconnaissables
est fermée par les opérations booléennes, il ne nous reste qu’a montrer que si ¢ est de la
forme Jz1) (ou bien 3X1)), alors on peut construire un D-automate A tel que L£(A) =
L<%1(¢). Par hypotheése de récurrence on peut construire un D-automate B =< @, A X
VI x Vy,E, I,F > tel que L(B) = L<“'(¢). Soit A =< Q' Ax V] —{a} xV),E"I''F' >
le D-automate défini par :

- QI:QX{O71}a

{(g, (a, W1, W), p) € [Qs x (Ax V] xV3) x Q"
(Pi(q), (a, W1, W3), Pi(p)) € E et Py(p) = Palq) et = & W1}
{(g, (a, W1 — {2}, W2),p) € [Q]g x (Ax V] x V3) x Q":
(P1(q), (a, W1, Ws),P1(p)) € E et Pa(p) =1,P2(q) =0et x € Wi}

E'=u

S ={(p.0) e},

- F'={pe[Qls:Pilp) € F et Py(p) =1}.
olt Py est lapplication de [Q']) dans [Q]} définie par

- 7)1({]91, e 7pk}) = {7)1(201); . --;Pl(pk)}

- Pi((p,9) =p
et P, est I'application de [@Q']§ dans {0, 1} définie par

— Po({p1,---,pr}) = 1 si et seulement si il existe ¢ € 1...k tel que Pa(p;) =1

- Pa((p9)) = ¢
Intuitivement, la seconde composante des éléments de ()’ marque le passage dans I3 par une
transition étiquetée par une lettre dont = appartient a la seconde composante. On vérifie
alors facilement que £(.A) = £5¥(3x1)). La construction pour X1 utilise des arguments
similaires. Ceci termine la preuve du théoreme 4.3.1.
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4.4 Equivalence entre langages sans étoile et logique
du premier ordre

Nous allons maintenant étendre les théoremes 4.2.7 et 3.1.5 qui établissent I’équivalence
entre énoncés de logique du premier ordre, semigroupes finis apériodiques et langages sans
étoile aux mots de longueur inférieure & w™*!. Plus formellement,

Définition 4.4.1 Soient A un alphabet fini et n un entier. L’ensemble SF(A,[1,w™"])
des langages sans étoile de mots de longueur inférieure a w™' sur A est le plus petit
ensemble qui contient {a} pour chaque lettre a € A fermé par les opérations booléennes,
ot la complémentation est prise par rapport a A[l""nH[, et le produit de concaténation, en
nombre fini.

Exemple 4.4.2 Le langage (ab)<“’2 — A de {a, b}<“’2 est sans étoile, puisque
(ab)<" — A = (ab) — (Lbd U Ba U Baal U Gob0)

ot L =0— (@A) est l’ensemble des mots de longueur limite, non nulle et inférieure a w?
sur A.

On dit qu’un w™-semigroupe est apériodique si son semigroupe de support est apériodique.

Proposition 4.4.3 Soient A un alphabet, n un entier, S un w™-semigroupe qui reconnait
une partie L de AL Si S est apériodique, alors S(L) lest aussi.

Preuve D’apres le théoreme 3.4.34 S(L) divise S. Il existe donc un sous-w™-semigroupe
T de S et un morphisme surjectif ¢ : T — S(L). Si S est apériodique T" 'est aussi donc
il existe un entier k tel que ¥ = t**! pour tout ¢t € T. Soient z € S(L), et t € T tel que
o(t) =z. On a

$k — (p(t)k — go(tk) — (p(tk+1) — QD(t)k+1 — $k+1

ce qui montre 'apériodicité de S(L). \Y

Si ¢ est une formule de logique, ’ensemble des mots marqués dont la longueur appartient
a [1,w" [ qui sont un modele pour ¢ est dénoté par LIH<""'[(¢).
Le reste du chapitre est consacré a la preuve de ce théoreme :

Théoreme 4.4.4 Soient A un alphabet fini, n un entier et L une partie reconnaissable de
AL Les conditions suivantes sont équivalentes :

- Le SF(A,[1,w™1]),

— L'w™-semigroupe S(L) est apériodique,

— L =L0#"""[(¢) pour un énoncé ¢ € FO[<].

Exemple 4.4.5 Soit A = {a,b} un alphabet et L = (ab)<¥* — X. Alors S(L), donné dans
Uexemple 3.4.10, est apériodique, et L = L[l""2[(¢), ot ¢ est [’énoncé du premier ordre de
Uexemple 4.1.4. De plus, 'exemple 4.4.2 montre que L est sans étoile.
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Exemple 4.4.6 Soit A = {a, b} un alphabet et L = (aa+b)<*" —\. Puisque l'exzemple 8.4.9
montre que S(L) n’est pas apériodique, L n’est pas sans étoile et il n’existe pas d’énoncé ¢
du premier ordre tel que L = E[l""2[(¢).

Comme les constructions que nous donnons dans la preuve du théoreme 4.4.4 sont
effectives,

Théoreme 4.4.7 Soient ¢ une formule de logique du second ordre et n un entier. La

question “existe t-il une formule v de logique du premier ordre telle que E[l"""Jrl[(qﬁ) =
LU () 27 est décidable.

Pour éviter des manipulations de formules de logique complexes dans la preuve nous
avons besoin des jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé. Nous ne manipulons dans cette section que
des formules du premier ordre. La partie qui concerne les variables du second ordre dans
les mots marqués sera donc inutilisée.

4.4.1 Jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé

Les jeux que nous présentons dans cette section ont été définis par Ehrenfeucht [Ehr61]
pour analyser les propriétés logiques de I'arithmétique des ordinaux. Des techniques simi-
laires, mais qui n’utilisent pas la terminologie des jeux, ont été développées indépendamment,
et antérieurement, par Fraissé [Fra54].

Soient u et v deux (@, #)-mots marqués, et n un entier. Les jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé
se jouent a deux joueurs, 2 et B. Les deux mots u et v constituent le terrain de jeu.
Chacun des deux joueurs a a sa disposition une pile de n jetons étiquetés zy,...,x,. Les
deux joueurs disposent d’exactement les mémes jetons. L’objectif de 2 est de montrer que
u et v ne vérifient pas les mémes formules atomiques, ou les noms de variables sont pris
dans {z1,...,z,}, en placant des jetons sur des lettres de u ou de v. B essaie de contrarier
son adversaire. Le jeu se déroule de la facon suivante : 2 commence; il choisit un mot et
prend un jeton, qu’il pose sur une lettre du mot choisi. 8 joue alors sur ’autre mot en
copiant 1’étiquette du jeton précédemment joué par 2. Ceci constitue un tour. Le jeu se
termine quand les deux joueurs n’ont plus de jetons. A la fin du jeu, on obtient évidemment
deux ({z1,...,2,}, 0)-mots marqués. On note G(u,v,n) I'ensemble des jeux sur u et v avec
n jetons. Un joueur a une stratégie gagnante dans un jeu de G(u,v,n) s’il gagne, quels
que soient les coups de 1’adversaire.

Pour les preuves des trois propositions suivantes nous renvoyons par exemple a [Str94,
Lad77] ou [Ros82].

Proposition 4.4.8 Soient u, v deuz (0, 0)-mots marqués, et n un entier. Pour tout jeu
de G(u,v,n), un des deuz joueurs a une stratégie gagnante.

Si 2 a une stratégie gagnante, elle permet de construire une formule de logique ¢ de
hauteur de quantificateurs le nombre de coups du jeu telle que u = 9 mais v [ 1. D’autre
part, il est clair que si B (resp. ) a une stratégie gagnante en n coups, il en a également
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une en k coups pour k < n (resp. k > n). Dans la suite, on note u ~,, v si et seulement
si B a une stratégie gagnante en n coups sur les mots u et v. La proposition suivante
donne le lien entre la logique et les jeux, et montre en particulier que ~ est une relation
d’équivalence.

Proposition 4.4.9 u ~, v si et seulement si u et v satisfont exactement les mémes for-
mules de logique de hauteur de quantificateur au plus n.

Proposition 4.4.10 Le nombre de classes d’équivalence de ~,, pour une hauteur de quan-
tification donnée n est fini.

Proposition 4.4.11 Soient A un alphabet, o un ordinal, (ug)p<a €t (V5)p<a deuz suites
de mots de A. Siug ~y, vg pour tout B < c alors [[5_, up ~n [1g<q vs-

Preuve S’il reste m coups a jouer et que 2 joue sur ug ou vg, la stratégie de B consiste a
appliquer sa stratégie gagnante sur G(ug, vg, m). \Y

Les ordinaux peuvent étre vus comme des mots sur une seule lettre. La logique sur
les ordinaux ne contient donc pas les prédicats R,(z). Par exemple, 'ordinal w peut étre
identifié au mot a“. Les résultats qui suivent sont des classiques de la théorie des jeux sur
les ordinaux.

Proposition 4.4.12 Soit n un entier. Pour tout k > 2" —1 on a k ~, k+ 1.

Pour une preuve nous renvoyons a [Str94], page 45. On renvoie a [Ros82] pour la preuve
de la proposition suivante :

Proposition 4.4.13 Soit n un entier. Si o < W™ < B, alors

1. o ’/’2n+2 w"“

2- 07 ’/’2n+3 /6

En particulier, siy # w™!

alors v bopys WL

Proposition 4.4.14 Soient n un entier, o et B deur ordinauz tels que o < W™t < S.
Alors o obopi3 B.

Exemple 4.4.15 Soit « = apa; ...a, ... un ordinal tel que o > w et f = apa: ...ag_1 tel
que B < w. On montre que A a une stratégie gagnante en 3 coups en mettant en évidence
le point limite. Il joue d’abord sur o au point limite a,,. B répond sur B n’importe ot (a),
mais pas sur la premiére lettre, sinon il perd au tour suivant. A joue alors dans 8 sur a,_1,
et B répond sur o 4 une position finie as. Le dernier coup de U est dans ald,w[, et il a
gagné.
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w
(0% ~——————- " ————-
2 38 1
1
B ot
21

Dans la figure, les gros points sont le jeu de 2, les petits ceux de B, en dessous du point
on trouve le numéro du coup et au dessus éventuellement l'indice de l’élément sur lequel
on joue.

Les ordinaux limite sont séparables des ordinaux successeur en 2 coups :

Exemple 4.4.16 Soient o un ordinal successeur et 3 un ordinal limite. A joue dans o
Sur aq—1. B joue dans B sur a,. Comme B € Lim, il existe v < 6 < 3. A joue dans 3 sur
as et il gagne.

w
Q@ b— - —@
1
g P
1 2
4.4.2 Des langages sans étoile aux énoncés
Soient L € SF(A,[1,w"™]) et u = apa; ... un mot de A" "'l Nous allons prouver

qu’il existe un énoncé de FO[<] dont u est un modele si et seulement si u est un mot de L.
La méthode utilisée est classique. On commence par construire par induction sur les regles
de construction du langage sans étoile L une formule ¢;, de FFO[<] qui posséde exactement
deux variables libres x et y et telle que

(ag,0) ... (G, {z})..-(ag,{y})...($,0) E ¢ <= u|o,pl€ L (4.1)

ol $ est une lettre qui n’est pas dans A qui n’apparait qu’a la fin du mot marqué et ($, ()
est d’indice |u| dans la structure de support u de I’égalité ci-dessus. Si r est un nom de
variable libre d’une formule ¢ on dénote par ¢{r + s} la formule ¢ dans laquelle le nom
r a été remplacé par s. Pour une lettre a € A on pose

bl =y =2+ 1A Ry(x)

Supposons maintenant que pour deux langages sans étoile quelconque L; et L, on puisse
construire ¢y, et ¢r, telles que 4.1 soit vérifiée. Alors

¢L1L2 = 3T(¢A{y A T} A (QSB{Q7 — T}))
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et
$auB = 04V OB

Passons maintenant & la complémentation. D’apres la proposition 4.4.13 il existe un énoncé
du premier ordre ¢ n+1 tel que L(Pyn+1) = X ot X est 'ensemble des mots de longueur
w™ sur A. A partir de cet énoncé on peut construire une formule @ i1 qui possede
exactement deux variables libres = et y telle que pour tout mot v = agpa; .. .,

(a0,0) ... (aa, {z}) .- - (a5, {y}) ... (8,0) E ¢l = v[, B[ Gur

Il suffit de remplacer dans ¢ »+1 chaque occurrence de dJz;1, ou z; est une variable et ¥
une sous-formule de ¢ n+1, par 32, ¥ et Vz; par V¥z; 9. Comme les mots de longueur
inférieure & w™*! sont ceux qui ne contiennent aucun facteur de longueur w™*!

Gr; =2 < YA (—¢L,) AN (2 Fze (Pnri{z — 2y < 22})) A @

Nous avons donc construit ¢, pour tout langage sans étoile L. Nous supprimons maintenant
les deux variables libres x et y de ¢r. On pose ¢ = Jz[(Vz z < x) A (¢r{z + 2})], ou
z est un nom de variable qui n’apparait pas dans ¢;,. La seule variable libre de ¢, est y.
On peut facilement montrer par récurrence que ¢ ne contient aucune sous-formule de la
forme R,(y), ou a est une lettre de Palphabet. Soit @7, I’énoncé obtenu & partir de ¢’; en
substituant les sous-formules de la forme r < y par r = r, et y < r par r # r, ou r est
n’importe quelle variable de ¢';. On a alors

ueE << ukE¢h

4.4.3 Des énoncés aux w"-semigroupes apériodiques

Nous avons donné dans la section 4.3 un algorithme qui permet de passer d’une formule
de logique du second ordre a un D-automate qui reconnait exactement les mémes mots de
longueur dénombrable, dans le chapitre 2 une construction pour obtenir un n-automate qui
reconnait exactement les mémes mots de longueur inférieure & w"*! que ce D-automate
et dans le chapitre 3 un algorithme pour construire un w”-semigroupe fini qui reconnait le
méme langage que le n-automate.

Nous pouvons remontrer ce résultat pour le cas particulier des formules de logique du
premier ordre en utilisant simplement la proposition 4.4.11, qui montre que la relation
d’équivalence ~,, est une congruence d’w"™-semigroupes, la proposition 4.4.10 qui montre
que A[1=“’"+1[/ ~m est fini et la proposition 4.4.9 qui montre que A[l""n+1[/ ~,, reconnailt
E[l"*’n+1[(q5) pour une formule ¢ de hauteur de quantificateur au plus m.

Il reste & montrer que, si ¢ est un énoncé du premier ordre, S (E[l"”"H[(qb)) est apériodique.
Or A[l"”"Jrl[/ ~m 'est quel que soit m d’apres la proposition 4.4.12. En particulier, A[l’“’"+1[/ ~hq(¢)
I’est et comme il reconnait £ [(¢) d’apreés la proposition 4.4.3 S(LI"[(¢)) Dest aussi.
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4.4.4 Des énoncés aux langages sans étoile

Soient ¢ un énoncé, n un entier et A un alphabet. Nous allons montrer en nous appuyant
sur les jeux que L1+"[(¢) € SF(A,[1,w"+]). Outre sa simplicité, 'intérét de cette preuve
est qu’elle fournit en particulier des arguments pour montrer que les langages de mots
définis par des énoncés du premier ordre sont dans le plus petit ensemble qui contient {a}
pour chaque lettre a € A fermé par les opérations booléennes et le produit de concaténation
en nombre fini, et ceci indépendamment de la longueur des mots considérés. Cependant,
la construction n’est effective que si on se restreint aux mots de longueur dénombrable.

Soient ¢ un énoncé, n un entier et A un alphabet. D’apres la proposition 4.4.9, I’en-
semble des mots u € ALl tels que u = ¢ est union de classes d’équivalence pour
~m avec m > hq(¢). Cette union est finie car le nombre de telles classes d’équivalence
est fini d’apres la proposition 4.4.10. Nous allons maintenant prouver que chaque classe
d’équivalence pour les jeux en m coups sont obtenables par combinaisons booléennes et
produit de concaténation en nombre fini a partir des classes d’équivalence pour les jeux en
m — 1 coups. Ceci montre que £I2*""[(¢) € SF(A,[1,w™ ).

La proposition suivante est issue d’'une communication personnelle de Ladner. Elle
montre en particulier que les ensembles de mots infinis définissables par des formules du
premier ordre sont sans étoile, ce qu’il manquait a [Lad77] et qu’il a découvert peu apres
sa publication, indépendamment de [Tho79].

Si u est un mot sur A alors < u >, dénote la classe d’équivalence de u pour les jeux
d’Ehrenfeucht-Fraissé en n coups.

Proposition 4.4.17 Soient m, n deuz entiers et x un mot tel que 0 < |z| < w™. Alors

<z =( [ <u>aa<v>)-( | <u>ga<v>,)
(u,a,v)EP (u,a,0)€Q

ot P = {(u,a,v) € A" x A x A" :wav = z} et Q = {(u,a,v) € A" x A x
A<¥"tels que pour toute factorisation x = u'a’v’ alors u oy v’ oua #a ouv y_y v'}.

Lemme 4.4.18 Soient x ety deur mots tels que x ¢, y. Si T1, Ta, Y1, Yo Sont quatre mots
et a et b deur lettres déterminés par le premier tour du jeu tels que x1axo = x et y1bys =y,
alors x1 #p_1 Y1 0U To Kp_1 Y 0u a # b.

Preuve On note z' et 3 I'indice des lettres jouées sur z et y au tour i. Dans sa stratégie
gagnante, 2 joue son premier coup, B répond, définissant ainsi les factorisations de x et de
y du lemme. Si B n’a pas put répondre sur la méme lettre que 2, on a a # b. Supposons
que ca ne soit pas le cas. Comme 2[ gagne, il existe des entiers 7, 7 < n tels qu’'une des deux
conditions suivantes soit vérifiée :

1. Rc(xi)a Rd(yl) et ¢ 7é d
2. ¢ < 2/ et non y* < 9’
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Comme jouer deux fois a la méme position n’avance pas le jeu de 2, puisque B peut toujours
faire la méme chose, on peut supposer que tout ses coups sont distincts. Regardons le cas
1, et supposons que 2 ait joué a gauche du premier coup au coup i (la droite est similaire).
Comme ‘B n’a pas trouvé une bonne lettre a gauche aussi, et puisque les coups joués a
droite du premier coup ne servent pas a la stratégie gagnante de 2, il possede une stratégie
gagnante sur les facteurs z[0, z'[ et y[0, y'[ en n — 1 coups. Le cas 2 est similaire. \Y%

Voici la preuve de la proposition :

Preuve Soit y €< z >,. On commence par montrer que pour toute factorisation x = uav,
ou u, v sont des mots et a une lettre, alors il existe deux mots u’ et v’ tels que y = u'av’
avec u' ~,_1 u et v’ ~,_1 v. Supposons que ce soit faux, c’est-a-dire que pour tout u’, v’
on ait u' o,_1 u ou v’ o, 1 v. Dans ce cas, 2 a une stratégie gagnante sur les mots z et
y en n coups : il joue a sur z, B répond n’importe ou sur y. S’il n’arrive pas a trouver la
lettre a, il a perdu en un coup. Sinon, il a choisi une factorisation u'av’ de y, et comme
u' ,_1uouv o,_1 v An’a plus qu'a appliquer sa stratégie gagnante en n — 1 coups soit
a gauche soit a droite du premier coup. Montrons maintenant qu’il n’existe pas u, a et v
tels que pour toute factorisation x = w'av’ on ait y €< u >,_1 a < v >,_1 et u #,_1 v
ou v ¢,_1 v' ou a # a'. Supposons que u, a et v existent, et posons uav = z. La stratégie
gagnante de 2 consiste a jouer sur a dans y, choisissant ainsi une factorisation y = u"av"”.
B répond dans z et détermine ainsi une factorisation z = v'a’v’. Si @’ # a, %A a gagné en un
seul coup. Sinon, comme u" ~, 1 u %, 1 u ou v’ ~, 1 v &, 10, A applique sa stratégie
gagnante soit sur les u, soit sur les v. Nous avons obtenu la contradiction x ¢, y.

Soit maintenant un mot y appartenant au membre droit de 1’égalité de la proposition.
On montre que B gagne le jeu G(z,y,n). Supposons que ¢a ne soit pas le cas, c’est-a-dire
que z o, y. A joue le premier coup de sa stratégie gagnante, B répond. Si 2 a joué sur
x, il a déterminé une factorisation de z = uav telle qu’il gagne pour toute factorisation de
y = u'a’v’ déterminée par le premier coup de B. Si a # a/, 2 a gagné en un coup. Sinon,
en utilisant le lemme précédent, soit u ¢,_1 u' soit v %,_1 v', c’est-a-dire, il n’existe pas
de factorisation y = u'a’v’ telle que u ~p_1 u' et v ~,_1 V' et a = @', ce qui implique que
y n’appartient pas a 'intersection du membre droit, contradiction. Si 2 a joué sur vy, il en
a déterminé une factorisation telle que pour toute factorisation de x = u'a’v’ déterminée
par le premier coup de B on ait soit a # a’ ou u ¢, 1 v ou v ¢, 1 v', et donc y est dans
I’'union du membre droit, ce qui contredit aussi le fait que y soit dans le membre droit de
I’égalité. v

4.4.5 Des w"-semigroupes apériodiques aux langages sans étoile

Soient A un alphabet, 7 un entier, S un w"-semigroupe fini apériodique et ¢ : ALl

S un morphisme d’w™-semigroupes qui reconnait une partie L de Al
dans cette section que L est sans étoile.

Avant de commencer nous montrons trois résultats sur les w”-semigroupes intéressants
par eux-memes :

—
. Nous montrons
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Proposition 4.4.19 Soient A un alphabet, n un entier, S un w™-semigroupe fini et ¢ :
A"l 5 S un morphisme dw™-semigroupes. Si 0 < i < n alors pour tout m € S;,

el mnas = |J ¢ (s)p M(e)”

(s,e)eP

avec P = {(s,e) € S;_1 x Si_1 : se =3, ¢’ =¢ and se* = m}.

Preuve D’abord soit u € ¢~ '(s)p~'(e)” tel que (s,e) € P. u s’écrit u = [, u; avec
¢(ug) = s et ¢(u;) = e pour tout entier j positif. Comme w*™! < |u;| < w' pour tout j
on a |u| = w’. L'inclusion de la droite vers la gauche en découle puisque ¢(u) = se¥ = m.
Passons & la réciproque. Supposons que u € ¢~1(m) N A“". D’aprés le théoréme 3.3.7, il
existe une suite (u;);<, de mots sur A et un couple lié (s,e) de S tels que u =[], u; avec
(ug) = s et p(uj) = e pour tout entier j positif. On peut choisir u; de telle facon que

w™! < |u;| < w" pour tout entier j. Donc u est aussi dans le membre droit de I'égalité. V

Si X et Y sont des ensembles de mots on dénote par X - Y Densemble des mots u
vérifiant : pour tout 0 < o < |u] il existe a < 8 < |u| et § < 7y < |u] tels que u[0, B[€ X
et ulf,y[€e Y.

Proposition 4.4.20 Soient A un alphabet, n un entier, S un w"-semigroupe fini, (s,e)
un couple lié de S et @ : AL 5 G yp morphisme d’w™-semigroupes. Alors

e Co(s) v @ C | o e ()
fEPs ¢

ou P.={f€S; : sf=s,ef=f et f2=[}.

Preuve L'inclusion de gauche est immédiate. Passons a celle de droite. Supposons que u €

¢~ 1(s) - o~ (€). Soit (;¥;);<. une suite de préfixes de u telle que z; € ©~1(s), y; € v~ (e),
|z;| > |z;j—1y—1| pour tout entier j positif et telle que (|z;y;,|);<w soit cofinale avec |u|. Soit
aussi (z;) <, la suite de mots définie par z,,1 = x;2; pour tout entier j. Le corollaire 3.3.8
montre que u, qui est égal a xg Hj<w z; s'éerit u = (%020 - - Zng—1) Hj<w(znj e Znja—1)
pour une certaine suite strictement croissante d’entiers (n;);<, et de telle maniére que

©(2020 - - Zng—1) = T et ©(2y;...2n;-1) = f pour un couple lié (r, f) de S;. Comme
O(020 - - 2Zng—1) = ©(Tn,) on a 7 = s. Comme d’autre part ©(zng---2n,—1) = f, Yng
est préfixe de zp,...2,,-1 et que ¢(yn,) = e il vient f = eg pour g € Up<;<;S;, donc
ef =eeqg =eqg = f, ce qui prouve l'inclusion de droite. \Y

\

Corollaire 4.4.21 ¢ '(e)* = o (e) - gofl(ej

Preuve Il suffit de se servir de la proposition précédente en posant s = e. Comme ef = e
et ef = f alors e = f. \Y%

Nous aurons également besoin des deux petites propositions suivantes :
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Proposition 4.4.22 Soient p,q et r trois éléments d’un semigroupe S apériodique. Si
p = qpr alors p = qp = pr.

Preuve Si S est apériodique il existe un entier m tel que ¢™ = ¢™"!, donc p = gpr =
gmpr™ = g™ pr™ = gp. La preuve que si p = gpr alors p = pr est similaire. A\

Proposition 4.4.23 Soit p un élément d’un semigroupe S apériodique. Alors p = pS' N
Slp—{r:p¢S'rSt}.

Preuve Clairement p est dans le membre droit de ’égalité. Soit maintenant n dans le
membre droit de 'égalité. Il existe z,v,r et s dans S* tel que n = pz = yp et p = rns.
Donc n = rnsx et et donc n = rn d’apres la proposition 4.4.22. On prouve que n = ns en
utilisant le méme argument. Donc n = rns = p. v

Nous retournons maintenant a la preuve du résultat principal de cette section : Posons
P=¢(L)={p1,...,px}- Comme L = o} (P) = Uj—1._10 *(ps) et que SF(A, [1,w"+]) est
fermée par union finie il suffit de montrer que p~!(p;) € SF(A,[1,w""[) pour n’importe
quel 7 € 1...k. Nous pouvons donc supposer que P ne contient qu’un élément p, et que
ty(p) =i pour ¢ € 0...n. Nous prouvons le résultat par induction sur 7. Si i = 0 le résultat
vient directement de la théorie des mots finis. Supposons le résultat vrai pour ¢ inférieur a
n, et montrons-le pour 7 + 1.

Lemme 4.4.24 Sim € S;y1 alors o= (m) N At ¢ SF(A,[1,w"]).

Preuve D’apres la proposition 4.4.19,

et m)n AT = | ¢ )T (e)”
(s,e)eP

avec P = {(s,e) € S; x S; :se =35, €* =e et se¥ =m}. L'utilisation du corollaire 4.4.21
donne

el m)nA" = | o M (s)e e e (e)

(s,e)eP

Par hypothese de récurrence, ¢ 1(s) et ¢~ !(e) sont tout deux dans SF(A,[1,w "), et
d’apres les résultats de la sous-section 4.4.2 équivalent a deux formules du premier ordre
¢s et ¢ qui ont exactement deux variables libres et y telles que (ce qui suit est également
valable pour ¢,) :

(a0, 0) - - (aa, {z}) .- (ag,{y}) ... (3,0) E ¢ <= ule, Bl€ o7 (5)

ou $ est une lettre qui n’est pas dans A qui n’apparait qu’a la fin du mot marqué et ($, ()
est d’indice |u| dans la structure de support u de ’égalité ci-dessus, et u = [] | Ga- La
formule

a<|u

d=Vroe<r—AIfr<IANI<fASAy I} N (Pedz Iy« [})
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n’a plus qu'une variable libre z, et vérifie (ap,0)...(aa,{z})--- | ¢ si et seulement

si ulo, [ul[€ @(e) - (e) si u = [T.<ju @a- En utilisant les arguments de la sous-
section 4.4.2 on peut construire un énoncé ¢, tel que pour tout mot u € Al
u k= ¢, si et seulement si u € ¢ 1(m)NA“"". D’aprés les résultats de la sous-section 4.4.4

,C[l’wn+1[(¢m) € SF(A, [Lwn—HD' V

Le reste de la preuve s’obtient en adaptant la preuve du théoréme 3.1.5 de [Per90]. Nous
introduisons une nouvelle notation : si s € S; on dénote ¢~'(s) N A“’ par p~'(s). Si S ne
possede pas d’élément neutre on en ajoute un qu’on note 1. Remarquons que cet ajout ne
modifie en rien 'apériodicité de S, ni ¢~'(s) pour aucun s € S. Supposons maintenant que
p € S;y1- Nous commencgons par montrer que

o Yp) = (UAT AT — (AT AT (4.2)
ol
=(Je ') u(l ¢ (e (s))
SES r,s€ES
SRp rst
pRr
=(Je ) u(l ¢ 9)¢ ()
sES r,s€ES
sLp s'er
pLr
et

w=( | ( 4y 4

sES ty(p <j<n
ty(s)<ty(p)
pLgs

Ul ¢t u( U ¢t e () H0)

s,teS r,8,tES
p<gs p<grTs
p<gt p<gst
pLgst pLgrst

et nous montrons ensuite que ¢ 1(p) € SF(A,[1,w""![) en prouvant que U, V,W €
SF(A,[1,w™"!]) par induction sur la structure en D-classes de S. Le résultat final vient
alors de la fermeture de SF'(A, [1,w™"![) par opérations booléennes et produit de concaténation
en nombre fini.

Commencons par montrer l'inclusion de la gauche vers la droite de 1’égalité 4.2. Soient
T € ¢ 1(p) et w un facteur gauche de = tel que p(w) < p et tel qu’il n’existe pas de
facteur gauche w' de z tel que p(w') <z p et |w'| < |w|. Si |w| = w™ pour un entier m
alors w € ¢ (p(w)) et p(w) R p, donc w € U, et z € UA<“""". Ecrivons sinon |w| en
forme normale de Cantor : |w| = w™ - ny + W™ - ng + -+ + W™ - ny et écrivons w en
yz tels que |z| = w™. Comme |y| < |w| on a ¢(y) £ p, donc z € UA<“""". La preuve
que £ € A"V est similaire, mais cette fois-ci on impose que la longueur de y (plutét
que celle de z) soit w™ (plutét que w™). Si z € A" WA<"™ on ne peut pas avoir
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©(x) = p, ce qui termine la preuve de l'inclusion du membre gauche de 1’égalité 4.2 dans
celui de droite.

Soit maintenant z un mot du membre droit de cette égalité. Comme z € UA<""" et
o(U) <g p alors ¢(z) <z p. On montre de facon similaire que ¢(z) <, p. D’apres la
proposition 4.4.23 il reste a montrer que p <7 ¢(z) pour prouver U'inclusion. Supposons
que ce soit faux et soit w un facteur de z tel que p €7 p(w) et il n’existe pas d’autre
facteur w' de z qui vérifie |w'| < |w| et p L7 p(w'). Si |w| = w™ pour un entier m alors
w € ¢~ Hp(w)) et comme p L7 p(w) il vient w € W, ce qui est une contradiction. Sinon
écrivons |w| en forme normale de Cantor : |w| = w™ - ny + w™ -ng + -+ + W™ - 0y et
factorisons w en wywews, avec |w1| = W™, |ws| = W™ et wq éventuellement vide. Si wy n’est
pas le mot vide alors w € @~1(p(w1))p™ (wo)p~ (p(ws)), p £g ©(wi)p(wz)p(ws), mais
p <7 p(wr)p(ws) et p <7 p(ws)p(ws), donc w € W. On obtient la méme contradiction si
wo est le mot vide. Ceci termine la preuve de 1’égalité 4.2.

Il reste & prouver que ¢ '(p) € SF(A,[1,w""[). Nous procédons par induction sur la
structure en D-classes de S. Observons d’abord que x <7 1 pour tout x € S. Comme S
est apériodique, en utilisant la proposition 4.4.22, si 1 <7 y alors 1 = xyz = 2ylz = 12 =
z=xly =2 =y, donc si x # 1 alors x P 1. En utilisant le méme genre d’argument, et
comme 1 € Sy, il vient

e =AT - (| oA
acA
e(a)#1

qui appartient & SF(A, [1,w"™[). Supposons que p # 1. On commence par montrer que
U € SF(A,[1,w™"]) en utilisant ’hypothese de récurrence, qui est quesip<sretpPr
alors p~!(r) € SF(A,[1,w™"]). Le lemme 4.4.24 montre que ¢ '(s) € SF(A,[1,w" ")
pour tout s € S tel que ty(s) < ty(p). La proposition 4.4.13, en conjonction avec le résultat
de la sous-section 4.4.4, prouve que A € SF(A,[1,w""[) quel que soit j. D’autre part,
sis Rp, s LpoursR pon peut aisément vérifier que ty(s) < ty(p). Soient maintenant r
et s telsque rs Rpetr R p. Il existe x € S tel que p =rsz, donc p <7 retp <gr.Si
p D ril existe y, z € S tels que r = ypz = y(rsz)z = pz d’apres la proposition 4.4.22; donc
r <z p et donc 7 R p, ce qui est une contradiction. La preuve que V € SF(A, [1,w™™[) est
similaire. Supposons maintenant que p <7 rs, p <z st et p £ rst. Il existe a,b,c,d € S
tels que p = arsb = cstd, donc p <7 s. Si p D s alors s = xpy pour p,y € S, et en utilisant
la proposition 4.4.22 s = zarsby = xars, donc p = cxarstd, i.e. p <7 rst ce qui est une
contradiction, donc W € SF(A,[1,w" ).







Conclusion

Nous avons présenté dans cette these plusieurs classes d’automates, qui different par la
longueur des mots reconnus. Données deux de ces classes, et en restreignant la longueur
des mots reconnus de la classe d’automates qui reconnait les mots les plus grands a celle
de 'autre, les deux classes sont équivalentes.

L’algorithme de déterminisation des D-automates que nous avons exhibé donne une
présentation unifiée de la partie difficile de la déterminisation pour les différentes classes
d’automates qui ne reconnaissent que des mots de longueur dénombrable. En effet, les
automates sur les mots finis ou de longueur w sont des cas particuliers des automates sur
les mots de longueur dénombrable, I'inclusion des langages n-rationnels dans les langages
D-rationnels donne un algorithme permettant de construire un D-automate équivalent a
un n-automate donné, et nous avons donné un algorithme pour construire un n-automate
déterministe a partir d'un D-automate déterministe. L’algorithme de déterminisation que
nous avons proposé est une adaptation de celui de McNaughton sur les mots de longueur
w. Sur ces mots, Safra [Saf88] a réduit la complexité de ’algorithme de McNaughton d’une
exponentielle double de 'automate de départ a une exponentielle simple. L’algorithme de
Safra devrait également étre adaptable au cas des mots de longueur dénombrable.

Nous avons présenté deux structures algébriques dont chacune est équivalente a une
classe d’automates particuliere, et utilisé ces structures pour commencer ’extension des
résultats de classification des langages de mots finis par les propriétés algébriques de leur
semigroupe syntaxique aux langages de mots de longueur dénombrable. Le prolongement
naturel de ce travail de these est de continuer I’extension de la classification des langages
reconnaissables de mots finis par les propriétés de leur semigroupe syntaxique.

L’extension du théoreme d’équivalence entre langages sans étoile, langages reconnus
par semigroupes finis apériodiques et langages définis par énoncé de logique du premier
ordre utilise des arguments qui montrent 1’équivalence entre langages définis par énoncé
de logique du premier ordre et langages sans étoile, et que la structure algébrique finie
associée a un langage défini par énoncé de logique du premier ordre est apériodique, ceci
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indépendamment de la longueur des mots considérés :

algebre finie apériodique

sans étoile « » logique du premier ordre

La généralisation du théoreme d’équivalence entre langages reconnus par semigroupes
finis apériodiques et langages sans étoile (le sens de la gauche vers la droite) aux langages
de mots de longueur inférieure & w™*! est une adaptation simple de la preuve sur les mots
finis de [Per90], qui fonctionne par induction sur la structure en D-classes du semigroupe.
La simplicité de l'adaptation provient du fait que les w"-semigroupes sont des algebres
graduées de telle facon que l'opérateur w fait descendre dans les D-classes. Ceci n’est plus
vrai dans un w;-semigroupe : on peut avoir s D s¥. La question “les langages reconnus par
wy-semigroupes finis apériodiques sont-ils sans étoile ?” reste ouverte.

La logique temporelle introduite par Pnueli [Pnu77] en 1977 est utilisée pour décrire
les propriétés des processus, notamment en parallélisme. Il s’agit d’'une logique sans quan-
tificateurs, ou les seules formules atomiques sont de la forme R, pour chaque lettre a de
I’alphabet, et les formules sont formées par induction a partir des connecteurs booléens
habituels et d’opérateurs temporels, N, ¢ et U, de la maniére suivante : si ¢ et 1 sont
deux formules de logique temporelle, alors ¢ V ¥, =@, Ny, Q¢ et Uy le sont aussi. Les
modeles de cette logique sont des mots sur un alphabet fini. Les indices des lettres du mot
représentent le temps. La sémantique est définie de la facon suivante :

— u = R, si la premiére lettre de u est un a,

ke Visiukgouukt,

—ufEpsiu g,

— u=Nysiull, [ul[= ¢,

- u = Qp s'il existe 8 < |ul tel que u[B, |u|[E= ¢,

- u = Uy ¢l existe 5 < |u] tel que u[f, |u|[= ¢ et ula, |u|[E ¢ pour tout a < .

Il existe de nombreuses preuves de 1’équivalence entre cette logique et celle du premier
ordre de l'ordre linéaire quand on s’intéresse aux mots dont la longueur ne dépasse pas
w [Kam68, GPSS80, CPP93, CC91]. Rohde a montré récemment [Roh97] que la logique
temporelle est strictement incluse dans la logique du premier ordre de I'ordre linéaire des
qu’on considere des modeles de longueur supérieure a w. L’idée générale de cette non-
équivalence est qu’on ne peut spécifier en logique temporelle que I'indice d’une lettre d'un
mot est un ordinal limite (les ordinaux limite étant ceux qui sont non nul et non succes-
seur, la propriété “étre limite” dépend du passé, or en logique temporelle on ne considere
que le futur), mais cette propriété s’exprime facilement en logique du premier ordre de
Pordre linéaire, et méme du successeur. Par exemple, le langage L = (ab)<“* — \ sur ’al-
phabet {a,b} n’est pas exprimable en logique temporelle, mais est défini par 1’énoncé de
logique du premier ordre de ’exemple 4.1.4 page 114. Son w;-semigroupe syntaxique, donné
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dans I'exemple 3.5.10 page 83, est donc apériodique. Carton a montré que ’w;-semigroupe
syntaxique d’un langage de logique temporelle vérifie I’équation s¥s™ = s™, mais on ne
sait pas encore caractériser les langages de logique temporelle par les propriétés de leur
wi-semigroupe syntaxique.
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