Calculabilité & Complexité Algorithmique

Nicolas Bedon

Université de Rouen

Nicolas Bedon - Calculabilité & Complexité Algorithmique - 1/36



SAT : un probléme NP-complet
Expressions booléennes :
> variables xq,...,x, a valeur dans B;
> connecteurs propositionnels —, A, V.
Forme normale conjonctive (FNC)
> ) estde la forme ¢ = Ajgy Vijed wi,j
» chaque v);; est de la forme

» Xk > — Xk

Chaque expression booléenne admet une FNC

Satisfaisabilité de v :
Existence d’'une valuation de xy, ..., X, qui rende ) vraie.

Theorem
La satisfaisabilité SAT des expressions booléennes est un
probleme NP-complet.
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SAT : un probléme NP-complet : preuve
SAT (¢) € NP car :
» Vérifier qu’une valuation pour xq, ..., X, permette de
satisfaire ¢ est linéaire en la taille de ¢ ;
» Pour trouver une valuation, il faut en choisir une de
maniere non-déterministe et vérifier qu’elle satisfait .
Réduction
» une réduction, en temps polynomial, de tout probléme NP
vers SAT
> idée : coder les exécutions acceptantes de toute MT non
déterministe M € NTIME(p(n)) par une expression
booléenne vy,
> le temps d’exécution p(n) > 0 de M est un polynéme

T={0,...,p(n)}

> |a taille nécessaire de bande de M est donc au plus de p(n)
cases

E={0,....p(n)— 1}
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SAT : un probléeme NP-complet : preuve de
complétude

Variables de ¢y

Pourtoutaerl,ieT,jecE,
Cajj -autemps /, la lettre de la bande a la position j est un a;
pi; - autemps i, la téte de lecture est a la position j;

€q,; - autemps i, M est dans I'état q.

Nombre de variables : polynomial !

IFITIHEI+[TIEI+1QIT] =
F(p(n) + 1)p(n) + (p(n) + 1)p(n) + |QI(p(n) + 1)
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SAT : un probléeme NP-complet : preuve de
complétude

Encodage des propriétés de M
» A tout moment, chaque case de la bande contient
exactement un caractére
» au plus un
A ez (Caij = Noer ~Cpij)
aer

» au moins un
Niet Vaer Ca,ij
jeE

> A tout moment la téte est exactement sur une position de
la bande

» au plus une
Nier(Pij = NyeePijr)
J€E &7

» au moins une
NieT VjeE Pij
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SAT : un probléeme NP-complet : preuve de

complétude - Encodage des propriétés de M
» A tout moment M est exactement dans un état
» au plus un

Niet (€q.i — Ngeca€q i
Z,Eo( q,i 7 q,i)

> au moins un
NieT Vgeq €q,i

» Autemps 0, M est dans son état initial g

eQO ,0

> Sion atteint un état final on y reste jusqu’a écoulement
complet du temps

NieT VaeF €qi — Nier €q)
i<j
» Au temps p(n), M est dans un état final

VqeF€q,p(n)
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SAT : un probléeme NP-complet : preuve de
complétude - Encodage des propriétés de M
» Autemps 0, la téte est en début de bande
Po,o
» Autemps 0, le contenu de la bande est apay ... ax# ... #
(Areqo....k}Car0.r) N (AreE—{0,.. .k} C£,0,r)

» Entre lestemps t et t + 1, seul le caractere sous la téte au
temps t peut avoir changé

Ater— {p(n)} j<E acT (,Ot/ A Catjr ) — Ca,t+1,f
J'eT.j'#i

» Et son changement est en cohérence avec ¢

N teT—{p( n)}lEE aer (Cat/ A Prj/\eqt )
bel,geQ

V(g.a.q.b.0)es (Cot+1j A Pritjrt A €q t11)

Viaad beres (Cb,t4+1,j A Pr1,j—1 A € 141)
J

Nicolas Bedon - Calculabilité & Complexité Algorithmique - 7/36



SAT : un probléeme NP-complet : preuve de
complétude - Encodage des propriétés de M

> )y est la conjonction de toutes ces formules;
> 4 a une taille polynomiale p'(|M|);
> 4y se calcule en temps polynomial p”(|M|);

» |le nombre de solutions de vy, est égal au nombre de
chemins acceptants de M;

» chaque solution de vy, donne une sortie de M.

donc tout probléme € NP donné par une MT non déterministe
M se réduit en temps polynomial a SAT.
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SAT : un probléme NP-complet

» SAT est NP-complet
» Que se passe t-il quand on contraint les formules ?
» C-SAT : satisfaisabilité des formules en FNC
» C-SAT est NP-complet
» 3-SAT : satisfaisabilité des formules en FNC dans
lesquelles chaque clause a exactement 3 littéraux
> littéral : disjonction d’atomes ou de négations d’atomes
> Exemple: (xV -xVYy)A(-yVzV-x) € 3-SAT
> 3-SAT est NP-complet
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C-SAT : un probleme NP-complet

C-SAT(v)) € NP car :
» C-SAT est un cas particulier de SAT

Réduction
» Une réduction, en temps polynomial, de SAT vers C-SAT
» Comme tout probléeme de NP se réduit a SAT en temps
polynomial, tout probleme de NP se réduit a C-SAT en
temps polynomial
» Schéma : ¢ une formule

1. ¢’ : descendre les négations de 1) sur les atomes
2. calculer une formule " dont les solutions impliquent celles
de ¢/

» Les deux étapes en temps polynomial sur la taille de
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C-SAT : un probléme NP-complet - Preuve de

complétude - Descente des négations
» Parcours de I'arbre syntaxique de la formule
» On mémorise les négations
» Nceud rouge : négation a mettre en ceuvre
» Nceud vert : pas de négation a mettre en ceuvre
» On applique les simplifications et transformations

-

LA TALA
ANTTANTTA

X X y X X y X
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C-SAT : un probleme NP-complet - Preuve de
complétude - Descente des négations

» Parcours de I'arbre syntaxique de la formule
» On mémorise les négations

» Nceud rouge : négation a mettre en ceuvre
» Nceud vert : pas de négation a mettre en ceuvre

» On applique les simplifications et transformations

* A

X y - yX Vv X _‘|X y X _‘|
X y y
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C-SAT : un probléme NP-complet - Preuve de
complétude - Etape 2

Construction d'un ensemble de clauses Cy, . . ., Cp tel que
> SiS|= ¢’ alorsilexiste S’ D Stelque S’ |= AL, C;
> SIS = AL Cjilexiste S C S’ tel que S |= ¢’
Par induction sur ¢’
> Cx = {x}, Cox = {—x}
> HR: C¢I{ ={C

Corny}

,C,

FYRERERE
5

> Cornay ={Cor1r i C c

10y T ¢§,n2}
> On suppose qu'il n'y a pas de variable inutile dans les clauses
> C¢4v¢é = {C¢§,1 Vyv-"chsq,m \/y,C‘bé)1 Vﬁyv--'chsé,nz Vv oy}
>y est une nouvelle variable (quelconque)
> Siy =1estdans S’ pour S’ E A jcr12y Cy palors S ={y =1} U S" avec
je(t,.my !
s = /\ d>’ ; eton applique 'HR
> Reuproquement, siS | ¢] V ¢5, alors wlog. S |= ¢} etpar HRiil existe S’ |= AI'.L Cyr jr et
i
Su{y=0En /5{1 2} Cd’:{'/
je{1,..nj}

Une solution de A7 C; donne une solution pour ¢’ en temps linéaire.
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3-SAT : un probléeme NP-complet

3-SAT(v) € NP car:
> 3-SAT est un cas particulier de C-SAT

Réduction

»  Toute formule en CNF se transforme en une formule CNF a 3 littéraux max. par clause :
> =ALG
> Ci=1 V.-Vl aveck > 3 se transforme en

(hVRVy)ANBY =y VyR)A ...

A (k=2 V =Yk—a V Yk—3) N (=1 V Ik V =¥k—3)

les y; sont de nouvelles variables
si C; est vraie alors on trouve facilement une valuation des y; pour rendre C,’ vraie

® au moins un des /; est vrai : on prend j l'indice du plus petit, j celui du plus grand
e on fixe tous les ys, s < j — 2,a vrai

e on fixe tous les ys, )/ — 1 < s, & faux
esij+# )/, onfixetousles ys,j —1 < s < j’ — 2 ou tous vrais, ou tous faux (peu importe)
Voir diapositive suivante
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3-SAT : un probléme NP-complet

(h Vb Vo)
Al V =5 Vo)

Valuation des y; pour rendre c,’ vraie
/\(//7‘ Vv Y—s Vv ;/172)

AN =y, V)

Au moins un des Jj est vrai : on prend Al V2= V)
» jlindice du plus petit,
Al V =y,_y Vy,_
> j/ celui du plus grand ( Ya—a V Ya—a)

ALY DY,y VY,
Al V =Y,y V3l
Choix de la valuation des y; :
Ally—y V' p—s V Yo—z)
AN =Yy V Yy

Alss V Wy V o)

A(/‘/ 4 7. \/y//_z)
Ay \/ﬁyl/_ \/y// )

2

—1

N N

Ny ¥ =y V Yy

AUy VIV =y _y)
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3-SAT : un probléme NP-complet

VBV )
A V =y, V)
Valuation des y; pour rendre c,’ vraie
N V|

AGN =y, V)
Au moins un des Jj est vrai : on prend Al V2= V)
» jlindice du plus petit,

A
>/ celui du plus grand ¢

'a—1

VY

a—3

V)

ALY DY,y VY,

Al V =Y,y V3l
Choix de la valuation des y; :

Ally—y V' p—s V Yo—z)

AN =Yy V Yy

1. onfixe tousles ys, s < j— 2,avrai
Al V Yy y V1)

Ay NV =y V)
A,V e, \/y//_‘)
Ay Vv 7. Vy//)

1

Ny ¥ =y V Yy

A,

k—1

ViV omy_g)
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3-SAT : un probléme NP-complet

VBV )
A V =y, Vo)

Valuation des y; pour rendre ¢/ vraie
/ A

h—1

Vo, V)
ACN =y V)

Au moins un des Jj est vrai : on prend Al V2= V)
» jlindice du plus petit,
Al

'a—1

VY

a—3

\2
>/ celui du plus grand Ya—z)

ALY DY,y VY,
Allar V 7Y,y V Ya)
Choix de la valuation des y; :
Ay V Wy V Yp—sp)
N . N AV =Yy V Ypmy)
1. onfixetousles ys, s < j — 2,avrai

X M N Aloes V 2y V 1)
2. onfixe tous les ys, j/ — 1 < s, a faux

Vuyr_,)

—3 i —2

)

Ay N =y

AN =y Vs

Ay NV Viyr)

A

k—2

Vo V)

A,

k—1

ViV ooy )
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3-SAT : un probléme NP-complet

VBV )
A V =y, Vo)

Valuation des y; pour rendre c,’ vraie

Al vV =y Vo)
AN =y, V)
Au moins un des /; est vrai : on prend Al V== V)
» jlindice du plus petit,
> j’ celui du plus grand Aoy ¥V oy Vo)
ALY =y, Vo)
Alais V =, V 1)
Choix de la valuation des y; :
Ay V =y Vo, )
ALY =y, V)

1. onfixetousles ys, s < j — 2,avrai
§ B N Alper V' =Y,y V)
2. onfixe tous les ys, j/ — 1 < s, a faux

3. sij#j,onfixetouslesys,j — 1 <s<j —2
B Vs, J <s<j Ay N 2y V)

> ou tous vrai, W — —s
> ou tous faux AN =y Ny

(peu importe, ici vrai)

)

1

Ay NV Viyr)

A

k—2

Vo V)

A,

k—1

ViV ooy )
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3-SAT : un probléeme NP-complet

3-SAT(v) € NP car:
> 3-SAT est un cas particulier de C-SAT

Réduction
»  Toute formule en CNF se transforme en une formule CNF a 3 littéraux max. par clause :
> Y =ALG
> Ci=1 V.-Vl aveck > 3 se transforme en

(hVRVy)ANBY =y VyR)A ...

A (k=2 V =Yk—a V Yk—3) N (=1 V Ik V =¥k—3)

> les yj sont de nouvelles variables

> si C; est vraie alors on trouve facilement une valuation des y; pour rendre C,’ vraie

® au moins un des /; est vrai : on prend j l'indice du plus petit, j celui du plus grand

e on fixe tous les ys, s < j — 2,a vrai

e on fixe tous les ys, )/ — 1 < s, & faux

esij+# )/, onfixetousles ys,j —1 < s < j’ — 2 ou tous vrais, ou tous faux (peu importe)
Voir diapositive précédente

réciproquement si C,-’ est vraie alors tous les /; ne peuvent étre faux. Par I'absurde, supp.

tous les J; faux; dans chaque triplet formant C,’, un des éléments au moins est vrai et ¢a

n'est pas //-, donc c’est nécessairement la variable ys ou la négation —y;. Si c’est

¥s = true alors nécessairement dans un des triplets quelque part a droite un des /; sera

vrai, contradiction. Si c’est —y; = true, méme raisonnement mais en regardant les autres

triplets vers la gauche. La valuation pour rendre C; vraie est immédiate.

> Cette transformation est en temps polynomial

Utilité de 3-SAT
»  Montrer que des problémes sont NP-complets

Nicolas Bedon - Calculabilité & Complexité Algorithmique - 16/36



Vertex-cover : un probléme NP-complet
Vertex-cover
» G = (V, E) un graphe fini (non orienté)
> Vertex-cover de taille k : sous-ensemble A C V tel que
toute aréte aie au moins une extrémité dans A
» k-Vertex-cover problem : existence de A de taille au plus k.
k-Vertex-cover € NP car :

> si A est donné, on vérifie en temps polynomial que c’est un
Vertex-cover

Réduction
» Réduction de 3-SAT a Vertex-cover en temps polynomial
> =ALy Vil
» Les noeuds du graphe sont les littéraux /; ;
» Tous les nceuds (deux a deux différents) du méme littéral
sont reliés
> Tout littéral est relié a ses négations

> Vertex-cover de taille 2n <= Solution de
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Vertex-cover : un probléme NP-complet - Complétude

» Réduction de 3-SAT a Vertex-cover en temps polynomial
> =ALy Vi
> Les noeuds du graphe sont les littéraux /; ;
» Tous les nceuds (deux a deux différents) du méme littéral
sont reliés
> Tout littéral est relié a ses négations

> Vertex-cover de taille 2n <= Solution de

= P> Exactement un nceud par clause n’est pas dans A
> On fixe la valeur de vérité de ce littéral a VRAI
<  » Aumoins un littéral /; ; par clause i est vrai
> On met tous les littéraux de la clause dans A, sauf /;
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Vertex-cover : un probléme NP-complet - Exemple
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Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet

Circuit Hamiltonien : chemin
> passant exactement une fois par chaque noeud
» revenant a son point de départ
Deux versions : graphes dirigés (Hy) ou non (Hypg)
Hg € NP car:
» Si c est donné, on vérifie en temps polynomial qu’il s’agit
d’un circuit Hamiltonien

Réduction

> Béduction de 3-SAT a Hy
A partir de ¢ = A7, C; on construit un graphe dirigé
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Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet -
Complétude

Pour chaque variable x; un sous-graphe G(x;) de la forme

/ 1'7\ avec un « étage » de plus que d’apparitions de x; ou
—x; dans la formule

Tilo == Til1 - h N
- ' Un circuit Hamiltonien

Tino == Tia1 » commence en haut
> termine en bas
Tigo == Tig1 » parcours chaque étage entiérement
> parcours tous les étages du haut vers le
) bas

i

Pour chaque clause C; un sous-graphe G(C;) de la forme
a4 ——=bj———=¢;
i i i Un chemin hamiltonien rentrant en x sort en x”
a=—— b=""¢
R
Construction du graphe général (a un chemin Hamiltonien ssi v/ est satisfaisable)
> Connexion des sous-graphes des variables xq, Xo, . . . , Xp
!
P en connectant X/ avec Xj11 mod n
» Connexion des sous-graphes C; = \//:-”:1 I;,j avec les sous-graphes des variables

> i li,1 = X;, trouver un nceud X; x 4 non utilisé et ajouter x; x 1 — a; et af — Xj k+1,0
> sil; 1 = —x;, trouver un nceud x; k o non utilisé et ajouter x; x o — &; et aj — Xj k41,1
> pour J; » et I; 3, pareil en remplagant a par respectivement b et ¢
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Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet -
Complétude - Exemple

Ici sur une formule en 2-CNF ¢ = (x1 V Xx2) A (—Xq V X2) mais fonctionne aussi en 3-CNF

ay =——= b

C

H/.l‘\
T1,10 == T111
L1200 =—= T121

T130 == T13.1

,
) ay=— by

!
/N tﬁ L

T210 == T211
T220 == T221

T30 == T231
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Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet -
Complétude - Exemple

Ici sur une formule en 2-CNF ¢ = (x1 V Xx2) A (—Xq V X2) mais fonctionne aussi en 3-CNF

T
Ti10 == T11,1
Tip0 =—= T121
T130 == T131

./
)

S —
/N

T2,10 == T211

Ta20 == T221

T230 == T231

/
T2
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Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet -
Complétude - Exemple

Ici sur une formule en 2-CNF ¢ = (x1 V Xx2) A (—Xq V X2) mais fonctionne aussi en 3-CNF

ay =——= b

C

H/.l‘\
T1,10 == T111
L1200 =—= T121

T130 == T13.1

,
) ay=— by

!
/N tﬁ L

T210 == T211
T220 == T221

T30 == T231
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Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet -
Complétude - Exemple

Ici sur une formule en 2-CNF ¢ = (x1 V Xx2) A (—Xq V X2) mais fonctionne aussi en 3-CNF

1 doit étre vrai
pour participer a la
premiére clause

T == T11,1
T120 == T121

T30 == T131

g =—= by e ay=—= by
d=—= 1 LZ\ ay=—= 1)

T210 == T211
Ta20 =——= T22]1

T230 == T231

ANy

M)
Ty
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Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet -
Complétude - Exemple

Ici sur une formule en 2-CNF ¢ = (x1 V Xx2) A (—Xq V X2) mais fonctionne aussi en 3-CNF

o doit étre vrai
pour participer a la
premiere clause

BN

T110 == T111
T120 == T1.21
T130 == T13.1
,

Zy ay =—= by

N

T2,10 == P21
To20 =——= T221
To30 == 231

!
Th
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Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet -
Complétude - Exemple

Ici sur une formule en 2-CNF ¢ = (x1 V Xx2) A (—Xq V X2) mais fonctionne aussi en 3-CNF

T110 == T11,1

1 doit étre faux
Ti20 == T121 pour participer a la

se con(l( clause
1,3,0 H 11 3.1

aszz
/H
% aly 1)2
1210 len
fzzu H T2,2,1

T230 == T231

o
Ty
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Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet -
Complétude - Exemple

Ici sur une formule en 2-CNF ¢ = (X7 V X2) A (—Xq V X2) mais fonctionne aussi en 3-CNF

L1100 == 111
T120 == T121
T130 == T131
"
a =——= b Ty g =—= by
| / 1\ A

T2,10 == T211

N
T220 =—= L221

29 doit étre vrai

pour participer a la
seconde clause

T230 == T231

Nicolas Bedon - Calculabilité & Complexité Algorithmique - 28/36



Circuit Hamiltonien : un probleme NP-complet -

Complétude - Exemple

Ici sur une formule en 2-CNF ¢ = (X1 V X2) A (—Xq V X») mais fonctionne aussi en 3-CNF

La transformation de 1

en graphe est polynomiale.

Tous les parcours de sous-graphes

de clause partants du sous-graphe de z;
partent de la méme colonne dans

le sous-graphe de z;, sinon le

parcours n’est pas Hamiltonien

&S

T110 == 7111 9 est satisfaisable

ssi le graphe a un ci

T120 == T121 Hamiltonien.

T30 =—= T13.1

-
a3 b

7@\m \

T2,10 == T211

T220 == T22,1

L230 == T231 Chaque circuit

Hamiltonien donne u
solution de .
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Circuit Hamiltonien (version graphes non orientés) : un
probleme NP-complet - Complétude - Exemple

H, € NP car :

» Si c est donné, on vérifie en temps polynomial qu’il s’agit
d’un circuit Hamiltonien

Réduction
» Réduction de Hy a H,
A partir d’un graphe dirigé G = (E, V) on construit un
graphe non dirigé G’ :
» contenant trois nceuds vy, v4, v2 pour chaque v € V;
> avec les arétes vy <> vy, Vi <& Vo, Vo <> Wy SSiV — w € E.

Alors, G’ a un circuit Hamiltonien ssi G en a un
(passer par v4 < vp empéche ensuite de ressortir de vg)
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D’autres problémes NP-complets : Nombre

chromatique d’'un graphe
Donnés
» un graphe
» un entier k
déterminer si les noceuds de G peuvent étre coloriés par k
couleurs différentes sans que deux nceuds adjacents aient la
méme couleur.
Nombre chromatique d’'un graphe : plus petit nombre de
couleurs
Applications :
» Ordonnancements de tdches 7 = {Ty,..., Tn}
» Un nceud = une tache
» conflit entre t et ' (par exemple parce qu’elles ont une
ressource partagée) = aréte t <+
Nombre chromatique = plus petit temps d’exécution pour T
> Allocation de registres (technique similaire)

> ...
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D’autres problémes NP-complets : Nombre
chromatique d’'un graphe

Cas particulier : le probleme des 4 couleurs
Carte = plan divisé en régions

Source de 'image : wikipédia

Théoreme des 4 couleurs : 4 couleurs suffisent pour colorier n'importe quelle
carte
» Formulation : M&bius (1840)
» Conjecture : Guthrie (1852)
»> Preuve : Appel-Haken (1976)
> requiére I'examen de plusieurs milliers de cas

> premiére preuve importante réalisée avec l'aide de l'ordinateur - . .~
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D’autres probléemes NP-complets : Nombre
chromatique d’'un graphe
Cas particulier : Sudoku
» chaque case est un nceud
> on relie chaque case avec toutes celles qui ne peuvent
avoir la méme valeur

» il faut trouver un coloriage a 9 couleurs

Sudoku généralisé est NP-

® complet

'\ » Réduction du carré

| latin & Sudoku

?/ » Carré latin : matrice
et B2, SRR avec une unique

*\ valeur par ligne et par

J| colonne

/ > Le probléme de la
‘ complétion d'un carré
latin est NP-complet
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D’autres probléemes NP-complets : le voyageur de
commerce SP
Probleme Donnés :
» un graphe complet G = (E, V)
» V :lesvilles, E :les routes
> les arétes de E sont valuées (longueur des routes)
» un entier k
Trouver un chemin Hamiltonien ¢ de longueur < k.

Ce probléme est dans NP car :

» Si c est donné, on vérifie en temps polynomial qu’il s’agit
d’un circuit Hamiltonien de longueur < k

Réduction
» Réduction de Hy a SP

» deux nceuds sont connectés : poids 1
> ils ne le sont pas : poids > k
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Les classes co-C

» C :une classe de complexité

» co-C : classe des problémes de C dont le complémentaire
est aussi dans C

co-C ={P:c(P)eC}

» Exemple : co-NP est la classe des problémes dont le
complémentaire est dans NP.

» [ € co-NP ssi il existe une MTND M fonctionnant en temps
polynomial telle que L(M) = L et

w € L ssi toutes les exécutions de M(w) sont acceptantes

» Exemple de probléme co-NP : « toutes les instantiations
des variables d’'une formule en CNF sont-elles solutions ? »

» Question ouverte : « NP=co-NP ? »
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Si P=NP Alors il existe un algorithme polynomial qui décide de
la satisfaisabilité de ) en FNC.

» oui, mais peut-on le trouver?
» et peut-il donner une solution de ¢ ?

NP clét par complémentaire si et seulement si le complément
d’un probleme NP-complet est dans NP
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